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Hoofdstuk I: Efficiency en stabiliteit 


Inleiding. Bij tal van in wiskundige taal geformuleerde problemen is 
het gewenst een oplossing in getalvorm te vinden. De gebruikelijke 
analytische aanpak is hiertoe vaak niet in staat, maar levert een in- 
tegraal of een oneindige reeks of enig ander limiet proces (waaronder 
begrepen een constructief existentie bewijs), waarvan de limietwaarde 
niet exact te bepalen is. Of misschien krijgt men zelfs slechts een 
niet-constructief existentie bewijs. | 

Vaak is men echter al tevreden met een goede benadering van de 
gezochte waarde. Door een eventueel voorhanden zijnd limiet proces 
slechts een eindweegs te volvoeren kan men zo'n benaderde waarde con- 
sStrueren. Bijvoorbeeld gebruikt men van een oneindige reeks slechts 
eindig veel termen, voor een integraal beschouwt men een Riemann som. 

Zodra men echter rekenwerk metterdaad moet gaan uitvoeren zal 
men wensen de omvang hiervan zo veel mogelijk te beperken, en doet de 
vraag zieh voor of de zojuist geschetste werkwijze wel de meest eco- 
nomische is. Ook moet men zich afvragen of afrondfouten het resultaat 
niet bederven. 


Efficiency bij numerieke benaderingen 


Voorbeeld. Beschouw de Taylorreeks voor arctan (x). 


Xx = Ee ‚5 - od + xl S1 .… 
Voor x=1 heeft men hiervan bijzonder veel termen nodig om een beschei- 
den precisie te bereiken. Gebruik makend van het criterium "van een 
convergente reeks, waarvan de termen beurtelings positief en negatief 
zijn, en de absolute waarden der termen monotoon niet stijgen, is de 
staart in absolute waarde niet groter dan de eerst weggelaten term", 
zal men dan, om een fout <10 te bereiken, de sommatie voortzetten 





1 
t/m de term 0595 * 
Neen Di | 
Echter, in plaats van de staart de E jk +1 Fruwweg af te 
kzin 


kappen en weg te goSren kunnen we hem ook eens nader bekijken. Voor 


even n geldt de 7 ri | en Nu geldt voor monotoon niet 
. 2 


stijgende f waarvoor f £GOax bestaat, het bekende meenen 
1 


merk: 


(2.2) 


(2.3) 
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ad 


[ fovax < f(k) S Ë f(x)dx 


p+1 p+1 P 
ofwel 

oo oo 

Ef(k) = f f(lx)dx + 8 

p+1 _P+1 


pP+1i 
met 0 S0S f f(x)adx, zodat 0 <eS f(p). 
P 


Het belangrijke hiervan is dat voor tamelijk langzaam naar 0 gaan- 
de integranden (zoals we hier AEG: f(x) z= TE CEE ) geldt 


dat 68 << a ‚ zodat blijkbaar [ een goede benadering geeft voor 
oo p+1 p+1 

L « Zodoende kunnen we dus een goede sechatting-krijgen voor a: 
p+1 











| TDi le a 2 - 
od 2 ok 2 Bi Jk 2 3 | 
“RED 2 Omps)! 3 rp) ee 


M.a.w. we hebben de langzaam convergente staart op een fout 8 na in 
een reeks omgezet die voor niet zeer kleine waarden van p zeer snel 
convergeert, en waarvan we de waarde met grote nauwkeurigheid kunnen 
bepalen (de fout is weer kleiner dan de eerst weggelaten term). 

Stel nu weer dat we arctan (1) met een fout <10 oi willen bepa- 
len. Dan hoeven we in feite p alleen maar zo te bepalen dat 
f(p) < 10 En waarbij we nog een kleine marge moeten laten voor het 

oo 


afbreken van de reeks voor [ . Men vindt Pp =35, dus n =72. Dus geldt 


p+1 
‚ binnen de gestelde tolerantie 
=(1-isd. ererie) + 2 2 A2 
Deenen GAP Aeptfeeie tajin + alas 2) +3) 1. 


(2.4) 


Hiermee is de hoeveelheid rekenwerk in vergelijking met het zonder 
meer Afkappen met een factor ca 70 gereduceerd. | 


De simpele opmerking dat 6 tussen 0 en f(p) ligt, maakt dat we de ge- 
stelde tolerantie ook nog halen als f(p) < 2.10 mits we dan 10 ’ 
optellen bij de reeks. Hierdoor blijken we dan opeens nog maar te 


Ee 1 
hoeven sommeren. t/m 103 


(2.5) 


| n k 
(2.6) Opgave. Laat zien hoe men op analoge wijze re 5 ged ie & 


(2.7) 


(2.8) 
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Dit voorbeeld had alleen maar de bedoeling te laten zien hoe men met 
zeer eenvoudige analytische hulpmiddelen de hoeveelheid werk zeer 
drastisch kan reduceren. Er zijn ettelijke veel efficiëntere methoden 
om langzaam convergente reeksen om te zetten in snel convergente. 


1 
b | 
k? k* +a 





an zuinig kan bepalen. 
k . 


® 


Het is niet duidelijk hoe men de in 6 2.1 aangegeven methode kan 
modificeren voor x #1. Om arctan (en allerlei andere functies) goed 
te benaderen heeft men heel andere wegen gezocht en gevonden, en die 
hebben niets meer met de Taylorreeks van doen. We zullen deze wegen 
later in dit college ook Wijzen. We volstaan nu met te vermelden dat 


men een veelterm b(x) = F5 Cx xk kan vinden zodanig dat voor 
k=1 
[xl < 1 | 
Srctan (x) = 1+0(x) telx) , lelx)| < 2.10 ° 


zodat x(1+$(x)) op het hele interval een fout van hoogstens 2,10 ° 
geeft, maar bovendien in de buurt van X, waar immers arctan zeer 
klein is, een heel goede relatieve precisie. 

Met deze aanpassing kan men zich veroorloven de computer elke 
in een berekening voorkomende arctan opnieuw te laten berekenen, en 
hoeft men geen grote tabellen hiervan in de computer op te slaan. 

Omdat dit soort functies in allerlei berekeningen erg veel ge- 
bruikt wordt is het ook wel op zijn plaats te trachten de substitu- 
tie van een waarde voor x in x(1 +Ò(x)), met zo weinig mogelijk 
rekenoperaties te laten verlopen. 

De meeste mensen zullen de waarde van een polynoom 


n n= 1 n= 
f(x) = apx ta,Xx tax even FA, 


Voor Xx =p als volgt uitrekenen: 
P; == P 3 Pi 4, se PAP voor i=1,2,...‚n=1; 


-S = a EN Ss. = SS, +a. XD voor isn=1,...,0 


n n 1 141 E n= i 


(2.9) 


(2,10) 


(2.11) 


5 3. 


56 3.1 


(3.1) 


(3.2) 
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Dit kost 2n -1 vermenigvuldigingen en n optellingen. 
Beschouw nu echter de volgende algorithme (het zgn. schema van 
Horner) 


So * A 


XD +ta, voor i=1,2,....n ê 
zi! Sie PEA, en k 


Dan is f(p) = s,… Dit kost slechts n vermenigvuldigingen en n op= 
tellingen. Het komt in feite neer op de volgende schrijfwijze van 
het polynoom (voor n=U4) 


((Ca, *pta,) *p+a,) xp+a,) Xp ta, 


Men spreekt dan ook wel van geneste vermenigvuldiging. 


De winst is slechts bescheiden, nl. ongeveer een factor 2 (aan= 
gezien vermenigvuldigingen doorgaans veel tijdrovender zijn dan op- 
tellingen). Er wordt echter op computers heel wat tijd doorgebracht 
met polynoomevaluaties. 


Opgave. Laat zien dat de waarde van Xx(1+ò(x)), (lx) als boven, 
bepaald kan worden met 10 vermenigvuldigingen en 8 optellingen. 


De belangen gemoeid met efficiënte algorithmen zijn evident. We 
zullen ons in dit college met de ontwikkeling … van dergelijke al- 
gorithmen bezighouden. Daarbij zullen we niet streven naar inciden- 
tele slimmigheidjes, maar naar aanzienlijke algemeenheid. 


Stabiliteit 


Ook al heeft men een rekenwijze ter oplossing van zijn probleem 
bedacht die economisch zeer verantwoord is, dan nog is het niet ze- 
ker of het werkelijk uitvoeren der berekeningen ook de gewenste uit- 
komst oplevert, 


Voorbeeld. Beschouw het probleem voor n =0,1,2,...,100 de waarde te 
bepalen van 


(3.3) 


(3.4) 


(3.5) 


(3.6) 


(3.7) 
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en door partiële integratie ziet men gemakkelijk in dat 


I_ = nI -e! n 


n > 1 î 
n n=1 | 


Nu zijn de enige getallen waarmee men echt kan rekenen de rationale 
getallen, en e * is niet rationaal. Men is dus gedwongen e * af te 
ronden op een rationaal getal a en daarmee verder te rekenen. Stel 
dus 


“Ì 
a == e + E 


In plaats van I berekent men dus grootheden E gedefinieerd door 


k 
I 
We geven het begin der berekening weer voor het geval a =0,3679 
TE 20,36787944117....) 


= 1-a 


Jo & 
Dj 
3 
HA 
î 
41 


n > 1 : 


(wegens e 


n BDS ea = a = Ee 

0 | 0,3679 0,6321 
1 0,6321 0,262 
2 0,5284 0,1605 
3 0,4815 0,1136 
ij 0,454 0,0865 
5 0,4325 0,0646 
6 0,3876 0,0197 
7 0,1379 =-0,2300 


De ietwat oplettende rekenaar ziet nu dat er iets mis is, immers 
geldt I >0 voor alle n, terwijl I, =-0.2300,. 


Wat had echter de man moeten doen die de berekeningen niet zelf 
uitvoert, maar de recursie (3.5) in een computer stopt, en die ook 
de waarden 1de niet eens wenst te zien, maar deze meteen gebruikt om 
mee verder te rekenen? Deze had door een simpele analyse vooraf dit 
verschijnsel kunnen zien aankomen. 

Definieert men nl. voor n > 0 grootheden P door 


“ 
bn IE, "Ph € 

dan geldt 
Po = 1 ; P, = DP,-, *Í > n > 1 


(3.8) 


(3.9) 


(3.10) 


(3.11) Opgave. Beschouw de recursie Ee +nl 


8 3.2 


CaAZ) 
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zodat 

P_ > n! n > 0 . 
Bijgevolg geldt 

| e | 
id > 4 . 

inl > ntlel 
Het verschil tussen En en I stijgt dus zeer snel als n toeneemt. 
Anderzijds geldt echter 0 < IS nt Ea 
maar door 1). Dus EN zal al gauw veel groter zijn dan F_ zelf 


(bijvoorbeeld als e= 1075 is dit reeds voor n =8 het geval, hetgeen 
aardig klopt met bovenstaande tabel). De algorithme (3.5) moet dus 


(majoreer nl. in (3.1) et 





onzinnige antwoorden opleveren. 


Opgave. Wanneer gaat het mis voor € = 40 S3 Tr hoeveel ‘cijfers 
nauwkeurig zou men e°* moeten gebruiken om I,oo nog redelijk te be- 
palen? | 


… ] wen 


I, ze er om de inte- 

oo 

graal En | tP etat te berekenen. Ga na dat ook bìj deze recur- 
4 


sie de fout in I, t.g.v. onnauwkeurige e”* zeer oploopt, en dat des- 
ondanks de verkregen resultaten een goede relatieve precisie hebben, 


De irrationaliteit van sommige constanten van het probleem is be- 
paald niet de enige reden tot afronding. Immers, naarmate een bere- 
kening vordert hebben de optredende getallen de onaangename gewoonte 
uit steeds meer cijfers te gaan bestaan (bijvoorbeeld het product 
van twee getallen van n cijfers is een getal van minstens 2n -1 cij- 
fers). Omdat het rekenen met uit zeer veel cijfers bestaande getallen 
zeer tijdrovend is, rondt men af op getallen waarmee men gemakkelij- 
ker kan rekenen. 

Een systematische manier om dit te doen is elk getal dat men in 
zijn berekening wenst te betrekken en de uitkomst van elke optelling, 
aftrekking, vermenigvuldiging en deling af te ronden op het dichtst- 
bijzijnde getal van bijvoorbeeld onderstaande verzameling Q, (of, 
als er twee dichtstbijzijnde getallen zijn, op een van deze): 


Qj: de getallen mx10P, m en p geheel, |ml < 10°. 


Bij deze wijze van afronden wordt Steeds slechts een zeer-kleine re- 


(3.13) 


(3.14) 


(3.15) 


(3.19) 


(3.20) 
(3.21) 


(3.22) 
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latieve fout teweeg gebracht. Precieser: 
Zij a een reëel getal, zij a' eendichtstbijzijnde getal uit Q,. 
Dan geldt (ga na!) 

la-a'| S |al “3-10 ' , |la-a'l < |a'| +} 107? En 


Computers ronden doorgaans juist op deze wijze af, zij het dat 
zij, in plaats van Q,, vaker werken met een verzameling als Q,: 


Q,: de getallen mx2P, men p geheel, [ml < 2*'(= 1012), 
2 


waarmee ook weer elk reëel getal in zeer goede preeieie kan worden 
voorgesteld (in feite is het idealisatie te stellen dat computers 
werken met verzamelingen als Q, en Q,, bij computers is namelijk ook 
voor de exponenten p maar een beperkt aantal cijfers beschikbaar; 
bijvoorbeeld bij Q, [pl < 2048, d.w.z. dat alle reële getallen, die 
in absolute waarde tussen 10 °Îf en 10°!° liggen, met zeer goede re- 
latieve precisie voorstelbaar zijn). 


Zij weer a een reëel getal, a' een dichtstbijzijnde getal uit Q, dan 
geldt (ga na!) 


la-a'| <lal 2" , |a-a'l <la'l <27 


Enkele definities 


Fout (error): verkregen waarde = juiste waarde. Men noemt dit ook wel 
de absolute fout. In de litteratuur wordt vaak aan de tegengestelde 
waarde de naam fout gegeven. 


Relatieve fout (relative error): fout/juiste waarde. 


Afbreekfout (truncation error): de fout die ontstaat doordat men een 
limiet proces slechts een eindweegs volvoert (zie bijvoorbeeld 5 1). 


Afrondfout (round-off error): de fout die ontstaat doordat men in de 
berekening te betrekken getallen afrondt. 


Opgave. Laat a en b kleine relatieve fouten a resp. B hebben, en 
laten a' en B' de corresponderende absolute fouten zijn. Dan heeft 
atb een absolute fout a' +8', en ab resp. a/b heeft een relatieve 
fout omstreeks a +8 resp. a -B. Ga dit na. | 


(3.23) 


(3.24) 


(3.25) 


VENI 
(3.27) 


(3.28) 


6 3.4 
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Opmerking. Uit deze opgave ziet men dat bij optellen en aftrekken | 
met de fout zelf prettig te rekenen is, terwijl bij vermenigvuldigen 
en delen juist de relatieve fout prettig werkt. Het op het juiste 
moment overgaan van de een op de ander is nu juist de kunst bij het 
rekenen met fouten, | | 

De functie fl: voor enigerlei verzameling Q van reële getallen zul- 
len we in deze 53 een functie verstaan die aan een Willekeurig reëel 
getal het dichtsbijzijnde getal (of een der dichtstbijzijnde getallen) 
van Q toevoegt, met fl aanduiden (dus fl is eigenlijk de afrondope- 
rator). 


Zuiver mathematisch gesproken is fl een projectie, 


De tekens = en *: we zullen schrijven a * b als a en b in een op dat 
memmen peten eten ennen ' 

moment relevante zin in elkaars buurt liggen; we zullen ‚schrijven 

a “bals E in de buurt van 1 ligt. 


Opgave. Toon aan dat voor Q; en voor xEQ, en |x| <10" geldt 
fl(sin(x)) = x. Wat is de absolute afrondfout, wat de relatieve? 


Opgave. Beschouw Q, en xXEQ,. Wat is de absolute, wat de relatieve 
fout in fllsin(x)) -x voor [xl <10“? 


Opgave. Laat zien dat voor a,bEQ,, a en b van gelijk teken en 
zolel S|bl Slal geldt a-bEQ,, dus flla-b) = a-b, 
Analoog voor a,bEQ, en Zal <|b/ Slal. 


De catastrophe in 8 3.1 werd in wezen veroorzaakt doordat een kleine 
fout, aan het begin gemaakt, in de achtereenvolgende stappen van het. 
proces met steeds stijgende factoren werd vermenigvuldigd. 

Echter kan ook al in een slechts uit Één stap bestaand proces 
een catastrophe gebeuren. Stel nl. dat men twee getallen van elkaar 
aftrekt die bijna gelijk zijn, en met een zekere fout belast zijn. 

Op het kleine resultaat van de aftrekking wegen de fouten van de 
operanden echter heel zwaar, 

Voorbeeld: Gevraagd in Q1 te berekenen no) ex voor |xl <10 '. 
Wegens (3.26) is het resultaat 0 i.p.v. omstreeks -Â. 


(3.30) 


(3.31) 


(3.32) 


(3.33) 


(3.34) 


(3.35) 


(3.36) 


(3.37) 
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Merk nog op dat dit verschijnsel niet te vermijden is door bij- 
voorbeeld een betere sinustafel te raadplegen; we hebben nl. de exac= 
te waarde van sin(x) alleen maar afgerond op Q,, dat is het aller- 
beste dat we in Q, ooit kunnen doen. 


Merk ook op dat men niet mag zeggen dat de aftrekking zo on- 
nauwkeurig is. Integendeel, juist in het geval dat de operanden bij= 
na gelijk zijn is de aftrekking zelfs exact (zie (3. 28)). 


Voor het van elkaar aftrekken van bijna gelijke maar niet ge- 
heel exacte grootheden moet men dus op zijn hoede zijn. Op het onver- 
wachtst komt men hiermee echter in aanraking. We geven daarom nog 
enkele voorbeelden, het md in de vorm van een opgave, 


Opgave. Ga na welke fout men in sin(x) maakt voor grote x als men 
deze berekent m.b.v. sin(x) = sin(x =-2T ‘ entier(4=)) en men gebruikt 
geen exacte waarde van 2m. Doe dit bijvoorbeeld in 'e, met 

x= f1(107 * 2m). Men mag aannemen dat de waarden van sin(x) op af- 
ronding na exact zijn op [O,2m]. | 


Voorbeeld; De uitdrukking 
( -b+/b? -hac)/2a 


levert voor b? >> u|acl de absoluut kleinste wortel van de vergelij= 
king ax° +bx+c = 0 relatief onnauwkeurig, omdat [b| en /b? - hac 
vrijwel even groot zijn. Precieser: zij e de relatieve fout in 

{b? - hac, en maken we verder bij het rekenen geen fouten meer, dan 
krijgt de absoluut kleinste wortel een fout van omstreeks + eb/(2a). 


De absoluut kleinste wortel is echter 


b 9 
tieve fout eb°/(2ac) wordt; dus vele malen groter dan €. 


(-b +bV1 -222)/(2a) = {-b+b(1 -£8E)}/(2a) = = £ , zodat de rela- 
b b ea 


Opgave. Bereken voor Q, m.b.v. (3,35) de absoluut kleinste wortel 
van x° +(10° -1)x-10° = 0 en vergelijk deze met de ware. 


Vervolg van voorbeeld (3.34). Nog steeds voor het geval dat 
b* xe blacl is b? - hac met zeer goede relatieve precisie te bereke= 





(3.38) 


(3.39) 


(3.40) 


(3:41) 


(3.42) 
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nen, en dus ook /b2 - tac. De absoluut grootste wortel is dus ook re- 
latief zeer goed bepaald. Door deze te delen op c/a krijgt men dus 
de absoluut kleinste wortel in zeer goede relatieve precisie (zie 


(3.22)). Derhalve, bij wortels van sterk uiteenlopende grootte: 


- 2e/{D(1 Va - 220) 
| b 
geeft de absoluut kleinste wortel in goede relatieve precisie, 


-b(1+V 4 -L88)/(2a) 
b en 


geeft de absoluut grootste wortel in goede relatieve precisie. 
Opgave. Pas in Q; (3.38) toe op de vergelijking in (3,36). 


Opmerking. Wortels van sterk uiteenlopende grootte komt men o.a. 
vaak tegen wanneer de vierkantsvergelijking verkregen is doordat men 
een tamelijk lineair verlopende functie, waarvan men het nulpunt wil 
bepalen, vervangt door een kwadratische functie die in drie punten 
dezelfde waarde heeft als de gegeven functie, Men gebruike dan dus 
(3.38). 


Voorbeeld. De formule (-b+ Yb? -bac)/2a en ook de formules (3.38) 


en (3.39) geven uiteraard ook moeilijkheden als b? en hac bijna ge= 
lijk zijn, dus als de wortels vrijwel samenvallen. Stel voor het ge= 
mak dat exact geldt b? = tac en dat D? exact is te berekenen maar 
dat bac met een (uiteraard) kleine relatieve afrondfout € wordt be- 
last (dit treedt voor Q, bijv. op met a=c=253, b =2a; dan is 

E “ 2,10“). Dan krijgt men als wortels -b(1+/Ee)/(2a) i.p.v. 

- b/(2a), d.w.z. een relatieve fout Ve. Met e€= 107® ls echter 

fe = 10 *, men verliest dus U decimale cijfers aan nauwkeurigheid! 
Helaas bestaat hier geen andere remedie dan met meer cijfers te gaan 
rekenen. | 


Stabiele Problemen en algorithmen 


Er zijn problemen waarbij geringe fouten in de gegevens tot 
aanzienlijke fouten in de oplossing kunnen leiden. Dergelijke proble- 
men noemt wel instabiel of slecht gesteld, een noodzakelijkerwijs 
wat vage "definitie", omdat wat "gering" en "aanzienlijk" is zozeer 
van de toepassing van het betref fende probleem afhangt. Zo zagen we 
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in (3.42) in feite dat bij een vierkantsvergelijking met samenvallen- 
de wortels een relatieve fout van 10 ° in c relatieve fouten van 10 * 
in de wortels veroorzaakt, d.i. 10.000 maal zo groot, en men zal hier 
dus wel van instabiliteit spreken. Evenwel, om te laten zien hoe 
merkwaardig deze stabiliteitszaken liggen, merken we op dat een rela- 
tieve fout van 10 ° in c nog maar aanleiding geeft tot een relatieve 
fout van 10 * in de wortels, dus slechts 10 maal zo groot en dan is 
men nog nauwelijks bereid van instabiliteit te spreken. Dus bij dit 
probleem wordt de instabiliteit minder naarmate de verstoring groter 


wordt! 


(3.44) Evenzo zullen we, even vaag, een algorithme ter oplossing van 
een probleem (numeriek) instabiel noemen als afrondfouten tijdens de 
berekening tot aanzienlijke fouten in het resultaat kunnen leiden. 

Zo zal men (3.5) wel instabiel noemen, en ook (3.35) voor de absoluut 
kleinste wortel van een vierkantsvergelijking met sterk uiteenlopende 
wortels, | | 
Vaak komt het effect van afrondfouten overeen met dat van klei- 

nere of grotere relatieve verstoring van de gegevens (dit is bijvoor=- 
beeld in (3.42) heel duidelijk, waar men, zoals we in (3.43) al op= 
merkten, het door afronding veroorzaakte effect ook door een kleine 
Wijziging in c kan bewerkstelligen. Zie ook 5 u). Men kan daarom 
moeilijk verwachten bij een probleem dat t.o.v. relatieve versto- 
ringen der gegevens instabiel is, een stabiele algorithme te kunnen 
vinden.Men dien t derhalve op twee momenten op stabiliteit bedacht te 

zijn, nl. ten eerste bij het opstellen van het probleem, en in de 

tweede plaats bij het opstellen van algorithmen ter oplossing van 

het probleem. | 


8 4 Het bepalen van grenzen voor de afrondfouten 


Als besluit van dit inleidend hoofdstuk zullen we afspreken 
welke aannamen we maken omtrent de arithmetiek, en zullen we een me- 
chan isme ontwikkelen om afrondfouten te schatten. 


5 u.1 In het volgende zullen we steeds stilzwijgend aannemen 


(h.1) a) er is een verzameling Q van reële getallen gegeven, een functie 
fl: R+ Q en een getal E , 0 <E<i1 zodanig dat 
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Ja-flla)l < lalE ; 


(4.2) _ 
la -fl(a)| < |fila)lE voor alle a € IR 


| (h,3) b) elk in een berekening te betrekken getal en het resultaat van elke 
optelling, aftrekking, vermenigvuldiging en deling wordt door £1l in 
Q afgebeeld, en fl is de identiteit op Q. 


_Ck.4) c) Q is symmetrisch t.o.v. 0, d.w.z. q EQ => -qedqg. 
Blijkbaar geldt 





(4,5) Js <iE 
| 1 +E 
ofwel 
(4.6) flla) = al1+E) met J-<1+ESAAE 
| 1+& | 
6 u.2 | Bij een foutenanalyse krijgen we te maken met vele factoren 


1 +E, waarin E telkens een getal (maar wel telkens een ander) voor- 


stelt met d MANEN EE 
1+E 
We zullen ook vaak producten van dergelijke factoren tegenkomen. 


Vandaar dat we een nieuwe notatie invoeren (analoog aan de notaties 





0 en o): | 


(4.7) Definitie. Voor een willekeurig getal a € IR zullen we schrijven 
| a=E, als 


(1 +E)' 
We zullen zodanige getallen a in formules ook door Dn voorstellen 
(vgl. ook 0 en a). Voor 8, zullen we zonder meer E he 
Blijkbaar geldt (ga na) 
(4,9) En = En _ als m < n (niet andersom, vgl. 0 en o) 
(4.10) (1 +601 +6) = 1 + nn en andersom 
| En 
kn TFE e on, En en andersom. | 


(4,12) Voorbeeld. Beschouwen we als toepassing eens de afrondfouten remake 
in het Horner schema (zie (2.9)). Aannemende dat a, en p € Q krijgen 





(4.13) 


(4,14) 


(L.15) 


(kh. 16) 


(u, 17 


(4.18) 


(U.19) 
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we voor a,p de berekende waarde a,p(1 +5), bijtellen van a, levert 
‚ de waarde s) = (a,p(1+5) ta )(1 +E). Zo doorgaande krijgt 
men bijvoorbeeld voor s, als berekende waarde 


8 8 (((Ca,p(1+E) +a,)(1+E)p(1+E) ta, )(1+E)p(1+E) ta) X 


b 


voor Ss 


X (1+E)D(1+E) +a,)(1+E) 


ofwel 


S, * Ac(1+E)p" ta,(1+E,)p? ta, (1+E,)p?+a, (1+E,)p+a, (14E) 


De fout in s* is derhalve 
a,EePp +a,E,p’ ta,Esp? ta,E,p+a,E … 


Wanneer niet noodzakelijk a; en p € Q moet men elke index van £ 
met 2 verhogen, behalve de laatste, die met 1 verhoogd moet worden. 
Merk op dat dit een demonstratie is van onze bewering (zie 
5 3.5) dat het effect van afrondfouten vaak overeenstemt met dat van 

kleine veranderingen in de Be vervangt men a, t/m a, door 
aol1 +5) t/m a,(1 +E), dan is 5. het exacte substitutie resultaat 
van p in het alsdan ontstane polynoom. 


Opgave. Ga op analoge wijze na dat men voor a, ‚b, E Q als berekende 
waarde voor het “inproduct” a,b, ta,b, +... tab krijgt 


a,b,(1+E,) ta,b,(1+E,) ta,b, (146) + se. tab (1+6,) 


Ook dit resultaat past dus weer bij lichtelijk gestoorde beginwaar- 
den, waarbij men nog kan kiezen of men de a; of de b, of beide als: 
gestoord wil beschouwen. 


Grootte der E,: Pe vraag rijst natuurlijk welke waarden Em ongeveer 


kan hebben. Enig manipuleren met de binomiaalreeks geeft voor m1 
en ml < 1 (m niet noodzakelijk geheel) 


1 + mEsS (1 +E)” 8 1 + mE(1 +mE) 


1 - mE<(1+E) F1 - m1 - mb) - 


CH .20) 


(u.21) 
(4.22) 


(4.23) 


(4,24) 


(4.25) 


(U.26) 


(4,27) 


(4.28) 


(4.29) 


Bijgevolg 
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- m6 & 6 < mE(1 +mE) 


en de buitenste leden van deze ongelijkheid verschillen voor mE << 1 
relatief zeer weinig van de ware grenzen van de waardeverzameling 


van En (ga na). 


Dus ook 
En = mE(1 +mi) 
zodat 
En — mé als mi << 1 


De waardeverzameling van Ee ligt niet symmetrisch t.o.v. 0, zo- 
als men onmiddellijk uit de definitie ziet, of ook uit (4.18) en 
(4.19). Maar ook is voor mE << 1 duidelijk dat de asyfmetrie slechts 
gering is. Voor alle m > 1 geldt echter 


lenl =£ 


m 
en 


En 
zoals men gemakkelijk nagaat. 


Verdere eigenschappe en 


Wanneer door berekening nn Q of door meting of door aflezing 


Em(t tE) n 


uit een tabel getallen a en b verkregen zijn die bij exacte bere- 
kening of meting a en b zouden zijn geweest, en waarvoor geldt 


az all+E), b" = D(L +E_ ), dan an (ga na) 


fla” xp” ) = ab(1 +5 








| ment: 
k a 
fla /b) =S A +Erene) 
| ‘ aë + bE 
Flla' +b') = (a+D)1 + Et) 


De getallen En’ En B iin fungeren blijkbaar als relatieve 
fouten. Uit de laatste formule ziet men 


£l(a” +b ) = Ca +b)(1 +6 ) als ab > 0 


max(m,n)+1 


Als echter ab < 0 en |a+b| << |al, [bl dan kan de relatieve fout in 
de som zeer veel groter zijn dan die in de SP ONSUen hd 5 3.4 
en (4.30). | | 


d 
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(4.30) Opgave. Ga na dat de relatieve fout in (4.28) in absolute waarde 


(4.31) 


5 4,3 
(4.32) 


(4,33) 


laf + |b| 


[Lal = IPI Emax(m,n)+i 


wanneer a en b tegengesteld teken hebben. 


Wat betekent dit voor 15 < } of > 2? En voor [5 $ 9/10 of > 10/92 


Zie in dat voor 5 z=-1t+e, 
2 : 
€ Emax(msn) +. hike 


Inmiddels geven deze 
ten in de resultaten aan. 


dat de maximale waarde van Ë 


Ee klein, de relatieve fout omstreeks 


formules slechts de maximaal mogelijke fou- 
Bijvoorbeeld in (4.26) is het duidelijk 

slechts dan een realistische voor- 
min+1 


stelling van de fout geeft als &_ en En hun maximale waarde hebben 
en fl de maximale fout introduceert. In de praktijk is een dergelijke 


Samenloop van omstandigheden natuurlijk niet waarschijnlijk, 
het bijvoorbeeld ook wel vaak voorkomen dat & 


werken. De werkelijke fout 
dan de door foutenanalyse 


en zal 
men E‚ elkaar tegen- 
en zijn dan ook vaak aanzienlijk kleiner 
verkregen schattingen ervoor, | 


We keren nog eens terug naar het probleem van 6 3.1. We zagen 


dat de recursie (3.3) uiterst gevoelig was voor de waarde van e°! 
Beschouwen we nu eens de "teruglopende" 


versie van deze recursie, 


Jr-: ® (te ‘)/n , __n>i1 


(we schrijven J. i.p.v. I 


Q, een rij es 


tuurlijke aanname dat N € Q. Evenzo heeft J° 


Es» en i.h.a. J° 


alle J 
hoog is. De teruglopende ve 
t.o.v. afrondfouten, 


n omdat we niet alleen de oude rij I, willen 
beschouwen). Stel dat we starten met J 


N > 0. Dan wordt, rekenend in 


N-1? ds es Jo EEn allemaal > 0 zijn. 
Op grond van (4,29) en (4.27) zien we dat J 


Es Wordt belast, ongeacht of J 


N-4 met een relatieve fout 
Nn SQ of niet, echter wel onder de na- 


N-2 een relatieve fout 


n een relatieve fout Ea (N=n)+1 als de natuurlijke ge- 
tallen & N alle tot Q behoren (wat komt er zon 


name?). Blijkbaar hebben in het geval van E = 107"? 


der deze laatste aan- 
(zie Q,, (3.15)) 


een zeer goede relatieve precisie, zolang N niet bijzonder 


rsie van de recursie is dus zeer stabiel 


(4,34) 


(4.35) 


(4.36) 


(4.37) 


(4.38) 


tene weer voor E = 10 
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Deze recursie is echter ook zeer stabiel t.o.v. de beginwaarde. 


Stellen we JN 5 In +6, dan is 


J = TI, +Ó/N(N - 1) ……. (n +1) . 


Het verschil tussen Jd en I daalt dus bijzonder snel als n daalt, 
k | | pn î Aen n” 4n | 
en dit geldt ook voor het "relatieve verschil ae man van J, t.o.v. 
In namelijk wegens 
ab | 

e 1 

n+i IS é n +1 
is dit relatieve verschil hoogstens Öe/N(N -1) .….. (n +2). 


Hiervan kunnen we nu gebruik maken om de rij I, t/m I,,, met 
zeer goede precisie te bepalen. Nemen we namelijk N=104 en 
Jy z Ter dan is wegens (4.36) 8 < Te: zodat het relatieve verschil 
van J, t.o.v, I, hoogstens 2,7.10 ° is voor n < 100. De berekende 


waarden J akan hoogstens een relatieve fout E 


209 t.o.v. J- Bij- 
„12 


valt dit in het niet bij der 10 
zodat voor deze E alle Je, n < 100 hoogstens een relatieve fout 
2,7.10 * hebben t.o.v. dj 


Alles nog eens overwegend is het duidelijk dat in (4,32) de uit= 
drukking Eo(N-n)+1 voor de relatieve fout in In schromelijk overdre- 
ven is. De in elke recursiestap gemaakte afrondfout sterft immers, 
evenals Ö, na enkele stappen vrijwel uit, zodat de cumulatie van fou- 
ten, die tot Er (N- ai leidde, uitblijft. Nijvere toepassing van bo- 
ven gegeven regels voor foutenanalyse toont zelfs aan dat elke Je 
slechts een relatieve fout kleiner dan Es t.o.v. d, heeft, en das 
ook t.o.v. I mits men N hoog genoeg neemt. 


Literatuur 
Ï.A. Stegun, M. Abramowitz: Pitfalls in computation. 


JSIAM U(1956), 207 - 219. 


J.H. Wilkinson: Rounding errors in algebraic processes. 
London 1963. 
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6 5 
56 5. 


5 5.2 
(5.1) 


(5.2) 


(5.3) 
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Hoofdstuk II: Numerieke approximatie van functies 


Inleiding | 

Het probleem dat ons in dit hoofdstuk zal bezighouden is bij een 
gegeven functie f een functie f te zoeken die een goede benadering 
geeft voor f en waarvan de functiewaarden gemakkelijk uit te rekenen 
zijn, bijvoorbeeld een polynoom. 

We zullen dit probleem beschouwen in de volgende versie: zij ge- 
geven een lineaire ruimte E van functies, en zij op E een norm of 
seminorm || ||: E + IR gedefinieerd. Zij E een gegeven deelverzameling 
van E. 

Gevraagd f € E zodat If -fl| minimaal is of (andere vraag): 
gevraagd de "eenvoudigste" (bijvoorbeeld laagste graads als het poly- 
nomia betreft) f € E zodat If -fl < Ee, € gegeven. | 


We zullen dit probleem oplossen door bij een gegeven rij elemen- 
n en 


ten f, EE constanten a; te bepalen zodat f= FE a, f. zo'n goede 


. : age 
1=1 
benadering is. De reden is, dat voor approxinatieproblemen die 1li- 


neair zijn in de te berekenen parameters, een bruikbare theorie be- 
schikbaar is. Het is echter wel zo, dat men met niet-lineaire appro= 
ximaties (bijvoorbeeld rationale functies) vaak met minder rekenwerk 
een betere benadering kan krijgen. 


De normen waarvan we ons zullen bedienen zijn de volgende. 


Supnorm: fl, = max |f(x)|, waarbij E de ruimte C[a,b] der conti- 
a&<x Sb 
nue functies is op het segment [a,b]. 


b 
Kwadraatnorm: If, = { f wEDE(t)?at}e, waarin w(t) > 0 een gewichts- 
a 
functie heet. Dit is een norm als E bijvoorbeeld C[a,bl is, en w_ 


continu en > 0 op [a,b]. Als E de ruinte is der functies f, waarvoor 
wf* Lebesgue-integreerbaar is, dan is het een seminorm. 


Voor het geval, dat de te benaderen functie slechts in een eindig 
aantal punten gegeven is (bijvoorbeeld tabellen, of een serie metingen 
in een physisch experiment) gebruiken we discrete narmen die dan 
doorgaans seminorm zijn. 


Discrete supnorm: If! = max [£Cx‚)], Xx, € [a,bl, i=0,...,4; 
E = Cla,b]. 5 | | 


(5.4) 


(5,5) 


(5.6) 


KGB) 


8 6 


he 
fi 


(6.1) 
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Discrete kwadraatnorm: If} = ( Ew;flx DE, x; € [a,b], i=0,...,q; 


W; > 0; Ez C[ a,b]. 


k n 
r | DD axol, x, E [a,b], 
i=0 j= L 


q 
Discrete lineaire norm: WEN) ED 
i=0,...,q; E is de ruimte der op 


j=0 
[a,b] minstens k maal differentieer- 
bare functie, k > 0. 


Als het uit de context duidelijk is, welke norm bedoeld is, 
zullen we voortaan indices en accenten weglaten. 


Opgave. Toon aan, dat (5.3), (5.4) en (5.5) seminormen zijn. Kunnen 
het bij geschikte keuze van E normen zijn? 


We interesseren ons nu voor benaderingen f van f, f € E waarvoor 


f -f in norm minimaal is. Deze benaderingen zullen we beste benade- 
ringen noemen (voortaan aan te duiden met BB). 


Opgave. Ga na, dat voor de functie f z 0 uit C[1,2] geen BB bestaat 
t.a.v. de supnorm, als de klasse benaderende functies bestaat uit 
en a reëel. 

Een BB in de supnorm heeft een eenvoudige interpretatie: deze benade- 
ring maakt de maximale afwijking in absolute waarde minimaal. Men 
noemt ze ook wel minimax-benaderingen of Chebychev benaderingen. 

De norm (5.4) wordt veel gebruikt bij benaderingen voor experi- 
menteel verkregen functiewaarden, die gecontamineerd zijn met een 
meetfout. De interpretatie van een BB in de zin van (5.4) is dan een 
statistische, waarop we hier niet verder ingaan. Men noemt de BB's 


bij (5.2) en (5.4) wel kleinste kwadratenbenaderingen. 


Existentie en eenduidigheid van een BB 
Hoofdstelling der approximatietheorie. Laat Ried lineair onaf- 


hankelijke elementen zijn in een genormeerde ideate ruimte E‚ en 
zij f een element uit E‚ Dan bestaat er een vector a € RF 


a = (a ,...,a ), zodat d(o) = If - 5E a. fl minimaal is. 
a n izi 1 1 
Bewijs. De functies d: a # d(a) en h: a # h(a) = || E a, fl zijn 
1=1 
continue functies op IR ' omdat normen continue functies zijn. 


n 


Op de sfeer (=bolepperviak) Z aj: 4, die compact is vanwege de eindi- 


i=1 


(6,2) 


(6.3) 


(6,4) 


(6.5) 
(6.6) 


(6,7) 
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ge dimensie, neemt h een minimum m > 0 aan. Zelfs geldt m > 0 vanwege 
de lineaire onafhankelijkheid der f. Op een sfeer met straal p geldt 
dan wegens homogeniteit der norm h(a) > mo, zodat 

dla) > |l E a, fl - Nl > mo - IÉl. Maar dit betekent, dat d(a) groot 

. i=1 

wordt als p groot wordt. We kunnen ons voor de minìimalizerende vector 
a dus beperken tot een (massieve) bol met eindige straal. Maar op 
zo'n compacte bol neemt d wegens continuiteit een minimum aan. || 


» 


Opgave. Ga na, dat de iineaire onafhankelijkheid der f, in (6.1) niet 
wezenlijk is. 


Opgave (voor de liefhebbers). Bewijs dat (6.1) ook waar is voor semi- 
normen door achtereenvolgens aan te tonen: | 
a) bij een gegeven seminorm Ill is de verzameling N = {ylllyll = 0} 
een lineaire deelruimte van E. 
b) Voor y E N geldt IIx +yll = Ixil voor alle x. 
e) Well induceert op natuurlijke wijze een norm op de quotiënt ruimte 
E/N. 


stelling. Als er twee BB's voor £ bestaan, dan zijn er oneindig veel 
én ze vormen een convexe verzameling. 


Bewijs. Laat x en y BB's zijn met If -xll = If -yll = 8. Dan geldt 


voor at+B = 1, a>0, 820, If -ax-Byll = half -x) +B(f -y)ll < 
< aô +88 = 8, en het = teken moet gelden. |l 


Definitie. Een lineaire ruimte heet strikt genormeerd als de relatie 





Ux +yll = Ixil +1yll voor y #0 impliceert dat x =Yy, Y > 0. 


Opgave. Ga na dat een lineaire ruimte met inproduct strikt genormeerd 
is t.o.v. de door het inproduct geïnduceerde norm. 
Stelling. In strikt genormeerde lineaire ruimtes zijn BB's uniek. 


Bewijs. Stel x en y #x zijn beiden een BB voor f., Dan geldt x{f en 
yY#f. Volgens (6.4) is ook lx +y) een BB en er geldt 


NICE -x) +3(f -y)ll = 8 = HF - xl +HIF -yll. Dus f-x = Y(f -y), y= 0 


en wegens If -xll = If -yll # 0 geldt y= 1. || 


(6,8) 


67 
(7.1) 


(7.2) 


(7.3) 


(7.4) 
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| À | 8 8 
Opgave. Toon aan, dat de ruimte der continue functies op een segment 
niet strikt genormeerd is t.a.v. de supnorm, door twee continue func- 
ties te bezien, die hun extreem in hetzelfde BEE op het segment 


aannemen. 


i 


Beste polynoombenaderingen in de supnorm (minimax of en bena- 


deringen) 

Deze benaderingen bestaan krachtens de hoofdstelling. Uit (6.8) 
blijkt echter, dat eenduidigheid niet zonder meer volgt uit de ge- 
bruikte norm. Dat strikte normering geen noodzakelijke voorwaarde is 
voor eenduidigheid van een BB blijkt nu uit de volgende stelling. 


Notatie: B is de klasse der polynomia van de graad & n. 


Stelling van Chebychev. Bij een gegeven continue functié is er in P_ 
juist één element p waarvoor 


max _[f(x) -p(x)| minimaal is. 
xEla,b 


Voor een bewijs zie bijvoorbeeld Todd Pp. 26 e.v. 


stelling van de la Vallée-Poussin. Zij gegeven de punten 


RE. Xj4z S bs een continue functie f op [a,b], de po- 


sitieve getallen A. i iz=l,...‚n +2, en een polynoom p € En ‚ zodat 
f(x;) -plx‚) = (-1) ke voor iz=ls...‚n +2: of ein, voor 
LS lean +2. 


Dan geldt En Nf -aqll, > min (A,). 


Bewijs. Stel dat nnn q € P, geldt dat if -all_ < min CA). 
Bekijk &(x) =q(x) -p(x) = LEGO) -pGO1 -[£G) -aG0)1. 

Wegens IE - all, < min (A,) geldt EC) -alx)l s < |E, ) -p(x; >|, 
zodat het teken vaa BC, ) gelijk is aan het teken van f(x. DP; ) 
Dus sgn 8x) = (- DE of (- ‚Deli zodat ô(x) op [a,bl n +1 maal 


van teken wisselt. Maar ê(x) € P_ . Tegenspräak. || 


Een gevolg van (7.3) is, dat als voor een p € - deld dat alle A; 
gelijk zijn aan If - =pll_» Pp een BB voor f is. Men noemt dit de ien 
nance-eigenschap van de verschilfunctie behorende bij de BB in de sup- 


norm. 
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(7.5) Uit het voorafgaande volgt nog niet, dat de BB de alternance-eigen- 
schap heeft. Dit is echter wel waar; zie het reeds genoemde bewijs 
in Todd. Deze alternance-eigenschap is het uitgangspunt voor algorith- 
men om de BB van een continue functie te vinden. Behoudens enkele 
triviale gevallen gaan we hier in dit college niet nader op in. We 
zullen later zien, dat een BB in een kwadraatnorm onder omstandighe- 
den zeer dicht ligt bij de BB in de supnorm, terwijl kleinste kwadra- 
ten benaderingen zich betrekkelijk eenvoudig laten berekenen. 


(7.6) Opgave. Laat f € C?[a,bl en f" tekenvast op [a,b]. Dan is de 1e 
graads BB ax +6 te berekenen, als de inverse functie van f' op [a,b] 
te berekenen is. Bereken a en B. 
Aanwijzing: Zie met de alternance-eigenschap in dat f - (ax +43) in a 
en b gelijke waarden moet hebben. Het is nu eenvoudig in een plaatje 
na te gaan hoe de BB loopt. 


(7,7) Opgave. Bepaal de 1e graads BB voor sin x op [0,4m]. Vergelijk de 
grootste afwijking met die van de 1e graads Taylor-benadering op dit 
interval. 


(7.8) Opgave. Geef een voorbeeld, waaruit en dat een BB uit Pb niet Van 
de graad n hoeft te zijn. | 


(7.9) Opgave. Bewijs, dat de rij BB's voor een continue functie £ op een 
segment uniform naar f convergeert voor stijgende n. 
Aanwijzing: Weierstrass approximatie stelling. 


(7.10) Opmerking. De in (7.9) genoemde convergentie kan onder omstandighe- 
den uiterst langzaam gaan. Zie bijvoorbeeld Cheney p. 127, theorem 1. 


5 g Beste polynoombenaderingen in de kwadraatnorm 


In een inproductruimte laat de hoofdstelling zich verscherpen tot een 
constructieve methode. We herinneren eerst aan het bekende procédé 


van 


(8.1) Gram-Schmidt. Zij fg‚fys..: een rij lineair onafhankelijke vectoren 
(functies) in een lineaire inproductruimte. Deze is te orthogonalise- 
ren tot een rij eQ‚e;y,.-. als volgt: 


k-1 (£, ,e.) 
li en 5 _k" 1 e 


(8.2) ë sf 
k _j=0 le, I1? 5 
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Nadat men aldus de rij (£‚ } georthogonaliseerd heeft geeft de vol- 
gende stelling een hat nes voorstelling voor de BB, 


(8.3) stelling. Zij LA de lineaire deelruimte van E ne nan 4 door de 


orthogonale basie e‚»---se, en zij f E E.‚ Dan is 
n (£, e‚ ) | | 
z= E ne de BB in Vv voor f t.a.v. de door het inproduct 


8 
A kz0 le? X 
geïnduceerde norm. | 
Bewijs. De gn © Vn die WE - gl minimaal maakt, is de projectie van 
f op Vv: Il 


(8.4) Merk op, dat de termen niet van n afhangen. Dit betekent, dat men om 
de orde n van de benadering te verhogen, slechts de bijkomende termen 
hoeft te berekenen. 

oo (Fre) 


(8.5) De reeks EN 
k=0 le Ik 


(F van ht om het even of deze reeks convergeert of niet. Con- 
vergentie van deze reeks t.a.v. de gebruikte norm is nl. niet verze- 
kerd als de ruimte niet volledig is. In geval van convergentie is 
het uiteraard niet zeker dat f de limiet is. 


zullen we verder de F-reeks van f noemen 





Er 


(8.6) Opgave. Waarom is een partiëelsom van zen klassieke Fourierreeks 
(£, =C; f, =sin x, Ë, 2COS Ksesas foie Ne sin kx, EL SCOS kx,...) 
een BB in de zin der kleinste kwadraten? 


(8,7) Overigens orthogonaliteit van de door het Gram-Schmidt proeêdé opge- 
leverde rij niet erg stabiel t.o.v. onnauwkeurigheden tijdens het 
orthogonalisatie proces. Zij bijvoorbeeld zonder de algemeenheid te 
schaden Ifll =1, f‚ =f, te, e Ll f_,‚ llell klein. Dan is e, zE. Stel nu 
dat (Ersen hannie a met een fout n, en dat verder geen fouten 
worden gemaakt. Dan wordt opgeleverd ef ze =he,. Nemen we aan 


Well >> In/ (zodat ë althans nog ergens op lijkt), en zij 6 = 5 — 
eì 
= (hoek tussen e* en e‚), dan geldt sin 6 = n= © 
a TE> %0) * reet 


Tar: Als bijvoorbeeld E de n- dimensionale Cartesische ruimte is 

met het natuurlijke inproduct, dan levert (zie (U.17)) rekenen in Q 
het inproduct met een fout le of IE, “En wegens |le ll =1 en 

WÉI — 1, zodat sin 8 + - En Mel. Natuurlijk is de fout En in het, 
inproduct slechts een \ schatting naar boven. Anderzijds Behe 1S aui- 
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delijk dat dit onder omstandigheden geen schromelijke bnn 
is. Als dus de hoek tussen f, en f, (en algemener tussen enige f; en 
de lineaire deelruimte opgespannen door de overige f.) klein is, ad 
men aanzienlijke afwijkingen van orthogonaliteit van het opgeleverde 
Stelsel verwachten. Uiteraard kan dit voor toepassing van (8.3) funest 
zijn. | 

(8.8) Orthogonale polynomia. Zij nu [a,b] een reëel segment en zij 
E = C[a,b] of een lineaire deelruimte hiervan die althans de Functies 
1,x,X° ‚... bevat, en zij ( , ) een inproduct op E. 


b 
(8.9) Een belangrijk geval is (£‚,g) = J wlOF(DDEgCtddt, wE Cla,b), w > 0, 
| a | 
w niet identiek nul op enig deelinterval van (a,b), E die verzameling 


continue functies zodat de integraal bestaat voor elk paar uit E (met 
(a,b) wordt steeds het open interval bedoeld). Ga na dät men zo in=- 
derdaad een lineaire ruimte met inproduct heeft 

Speciale gevallen: 


1 
f(t)Ig(t) 
(8.10) (f‚,g) = ZeEsEnES ot E = C[-1,11 
oo | 
(8,11) (f‚g) = / e tf(HE(Hdt ’ E de verzameling der continue func- 


ties die voor t + ® niet sneller aangroeien dan een macht van t. 


(8.12) Definitie. Een oneindige rij polynomia {p_ }, n =0,1;,..., waarbij Pn 
van de preciese graad n is, heet ‘een Randa stelsel TN Ni, 
te-o.v. het inproduct ( , ), als (P;>P3) = 0 voor if j. 


(8.13) Opgave. Ga na dat orthogonale stelsels polynomia bestaan door (8.2) 
te specialiseren tot f(x) = X Toon aan dat zo'n stelsel uniek is 
bij een gegeven inproduct als de coëfficiënt van de hoogste macht van 
Xx in elk polynoom is voorgeschreven. 


(8.14) Opgave. Voor een orthogonaal stelsel polynomia {p‚ } geldt (P_ 0), X K) - 
= 0 voor k < n, # 0 voor k=n, 


(B.15) We nemen nu verder aan dat we ba: malen hebben met een inproduct als 
CE En ppen met sen ìnproduct als 


{8.9) 
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(B.16) Stelling. Vour een orthogonaal stelsel polynomia geldt de recursie 


(8.17) 


(8.18) 


(8.19) 


(3.20) 


pj) = (ax + D_)Pn-, 0) te Pn-2 (%)» n > 2. 


Bewijs. Voor a, #0 is & = (ax tb IP, *EnPn-z een polynoom van de 
juiste graad n. Wegens orthogonaliteit geldt voor k <n -2 dat 

sp) =0 (nl. (xp, Pi) = (pr, °“Pi) en dit is 0 wegens ienie We 
kunnen bij een gegeven a, altijd de constanten Db. en c‚ zo kiezen dat 


(b‚p = (a_XD ‚P 


Pre ) + b_(Po_,°Pr-,) 5 C en 


n=1 n=1 


(‚pj-,) = (anxp ) + e(P‚-,°Pn-,) * Ô é 


n=1’Pn-2 2 
Dan is Ò een precies n° graads veelterm orthogonaal met Py° k$n=-1, 


en wegens (8.13) kan men a, zo kiezen dat  = p‚- Il 


Opgave. Ga na dat ce, #0 in (8.16). Laat hiermee zien dat de polynomia 
1,x,x2,... nooit “na orthogonaal stelsel kunnen vormen. 


Opgave. Ga na dat de recursie in (8.16) ook nog geldt voor n =1 met 
de conventie p_, 20. 


Opgave. Twee opeenvolgende orthogonale polynomia hebben geen gemeen- 
schappelijke wortel. 


Stelling. Zij f € E orthogonaal met p, t/m p‚._,+ Dan heeft f op (a,b) 
minstens n nulpunten. | 


Bewijs. Stel dat f niet de nulfunctie is, en slechts in de punten 
Ejseee st, van (a,b) van teken wisselt. Zij k <n. Dan is in 
k 
Á wiE)F(H) It -t‚)dt de integrand tekenvast en niet de nulfunctie 
a 1 k | 
zodat de integraal #0(nl. KE is een lineaire combinatie van p, t/m p‚) 


1 
hetgeen een tegenspraak is. Dus k >» n. (Het bewijs is ook geldig voor 


het geval f op (a,b) in het geheel niet van teken wisselt, in,welk 
geval we k =0 nemen en, zoals gebruikelijk, het lege product gelijk 
1 stellen). | 

ij 


(8.21) Gevolg. Alle nulpunten van P_ zijn reëel, enkelvoudig en liggen in 


(a,b). 


(8.22) Opgave. Construeer voor a ==-1, bez=t+1i, w 3 1m bev. (8.2) de eerste 


drie orthogonale polynomia, die norm 1 HEDEN 


anssen 
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(8.23) De recursie (8,16) kan men gebruiken om de waarde van P_ in een punt 


(8.24) 


(9.1) 


te berekenen. Meestal is men echter geïnteresseerd in het berekenen 


n dl 

van de waarde van Er a, P(X) als BB van een functie. Aangezien we 
| k=0 | 

de constanten a, van de recursie kunnen opnemen in de a, is het geen 


beperking a, =Î te veronderstellen. De volgende algorithme levert dan 
de waarde van zo'n partieelsom van een F-reeks met minder rekenope=- 
raties, dan een meer voor de hand liggende berekening zou vrage 
(verg. (2.9)). 


De algorithme Pes "Ent =0, B FA + + Des) Bra4 + CraaPrag? le=- 
vert de waarde van 5 


8 a P(X) = B P‚(x) àä raison van 2n-1 verme- 


nigvuldigingen. 0 


n | n 
Immers, EL a,_p,(x) = E [B -(x+b, …)B “B be sl) = 
e k=0 k *k kz0 k k+1’ k+1 k+2 k+2’ *k 


n 
= EPC) +8 p,(x) - Cx +b‚)p, (x)] + E B [p‚ 0x) = Cx +b) py 0) = 
k=2 | 
= CPX) = Bep, Cx). 


Toch is dit nog meer werk, dan de n vermenigvuldigingen van Horner's 


EE EE nei. 5 


n 
schema, die men nodig zou hebben, als men EF a PCX) zou schrij=- 
n | k=0 
ven als 5 vx door gelijke termen bijeen te nemen. Voor belang- 
k=0 | 
rijke klassen orthogonale polynomia blijkt de algorithme (8.24) ech- 


ter veel nauwkeuriger te zijn (zie 5 13). 


F-reeksen naar Chebychev-polynomia.Niet te verwarren met de Chebychev- 


approximaties van stelling (7.2)). 

Een voor numerieke approximatie bij uitstek geschikt stelsel van 
orthogonale polynomia wordt gevormd door de polynomia van Chebychev, 
behorend bij (8.10). 


stelling. De functies Tx) = cos (n arccos x) zijn polynomia, or- 
thogonaal bij (8.10). Voorts geldt ITI? = mr, UTI? = m/2, n > 1. 


Bewijs. Orthogonaliteit ziet men gemakkelijk in met de substitutie 
Xx = cos 6. Met gebruikmaking van cos n6 +i sin ne = (x+i/1-x2)" 
ziet men in, dat Tx) een polynoom is, 
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n 


KRO ek a 


x' + lagere graads termen; dat 


1 + 5) + CG) tE aen 5 le ziet men bijvoorbeeld in door de binomi- 


aalcoëfficiënten te splitsen volgens Ce) = Ge ) + Cen EE 


(9.2) De recursie (8.16) wordt hier en (x) = 2xT 0) -T,_, 0); zijnde 
de betrekking cos n6 = 2 cos 6 cos(n-1)0 - cos(n-2)68, 


Echter T, = 1, T, = x (en niet 2x). 


(9.3) Opgave. Vind de recursie (9.2) met de constructie uit (8.16). 


n 2k -1 


(9,4) Tx) heeft enkelvoudige wortels Tk * COS rr 7, kel,...‚n, bene- 


vens extrema ter waarde (- De in t!Ì = cos = mT, k=0,1,...‚n. Men 
gaat dit gemakkelijk zelf na. De letter T blijft van nu af gereser= 


veerd voor deze wortels. Als geen misverstand te vrezen is schrijven 
n 
w Te S 
e T, iepeV. Ts evenzo voor Tee 


(8.5) Als we definiëren 1,00 B 2! Ar oo, dan geldt de 
| (9.6) Stelling. Als P (x) een polynoom is van de n° graad met leidende co= 


efficiënt 1, dan geldt 
max [T‚_ Go | & max [px | voor xE [-1,+1] 8 
X Xx 
Eemije. Precies dezelfde redenering als in (7.3). | 
(9,7) Opgave. Als p(x) een polynoom uit P_ is met [plx)[ <1 op [-1 +1], 
dan geldt |p(y)| < in (y)l, y & [-1 ‚+1]. 
Aanw. Bekijk het polynoom ENC) T nex -plx) en neem aan, dat het 


beweerde niet waar is, 


(9,8) Opgave Verifieer, dat de volgende algorithme (vgl. (8.24)) de waarde 


van E a Tx) oplevert met evenveel vermenigvuldigingen als 


Horner’ Ss algorithme voor een n“-graads polynoom: 


(9.9) =XtX; B = B = 0; B-= a, tub, = B voor kean;n-1,...,15 


n+ 2 n+1 +3 k+2 


u 
bo = A, *x8, -B, . 


(9.10) 


(9.11) 


EE EN ad 





(9,12) 


(9.13) 


(9.14) 


(9.15) 
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De bruikbaaxneid van een F-reeks naar Chebychev-polynomia (voortaan 


FC-reeks) kan men als volgt inzien. Bij voldoend snelle convergen- 
tie zal de afbreekfout van de reeks in goede benadering gelijk zijn 
aan de eerst weggelaten term. Dit is echter een Chebychev=-polynoom 


en heeft dus de alternance-eigenschap; - “zodat men zal hopen dat de 
afbreekfout van dezelfde grootteorde is als de fout die de Chebyenev- 
benadering van dezelfde orde geeft. We maken deze ppRenktng: meer 
penn in de volgende stelling. 


oo 


stellin ‚ Laat Bf B Ti) de: naar: F° convèrgenterFCineeks zijn van een 
continue functie f op [-1,+1]. Laat E, de fout in de supnorm zijn van 


n 
de BB uit E voor f in deze norm, en En z f(x) - &E a, Tx). Als dan 


g | k=0 

1 +6 
Nrg %TKODTe < Bla, ,,l, 0 < @ < 1, dan geldt PAR < de En 
Bewijs. In de punten Tj = COS Il , j =0,...‚n+1 neemt an de 


waarden (-1)) aan. FE neemt er dus de waarden (-1)la,,,C1 +0) aan, 


le. | < 6, Uit (7.3) blijkt dan dat (1 -6)|a 


beweerde volgt. |l 
Men noemt zulke FC-reeksen ook wel "bijna beste benaderingen". FC- 


reeksen van analytische functies blijken doorgaans zeer snel te con- 
vergeren. Enige aanduiding van het convergentie karakter geven de 


dl & E_» waaruit het 


nn RE ne 


volgende tk opgaven; in 8 12 gaan we er nader op in. 


Opgave. Als f(x) m maal continu differentieerbaar is op [ -1,+1], dan 


geldt voor k + © dat 
2 +1 £CH)T, Ct) zh 
kn rr dt z Ok ) (zelfs O(k 
=i /1-t? 


lastiger). Aanw.: Partiële integratie. Anderzijds, als 
functie is, dan geldt niet a zolk PTI), 


Kia D 


a maar dat is 


sm) een stap- 


Opgave. Als f continu is op [=1,1] en de FC-reeks van f convergeert 
uniform, dan convergeert hij uniform naar f. Aanw.: Zie met de 
approximatie stelling van Weierstrass in dat voor de som g van de 
FC-reeks geldt If -gll = 0 voor de bij (8.10) passende norm. 


Opgave. Als f 2 maal continu differentieerbaar is op [-1,+1], dan 
convergeert deFC-reeks van f uniform naar f (NB. Men kan uniforme con- 
vergentie onder nog veel zwakkere voorwaarden aantonen). 


(9.16) 
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Opgave. Als La, IT (x) een op [-1,1] uniform convergente reeks is met 
f(x) als som, dan is de reeks identiek met de FC=reeks van f. 


(9,17) Zonder bewijs delen we nog de volgende eigenschap van FC-reeksen mede, 


(9,18) 


(9.19) 


6 10 


(10,2) 


(10.3) 


(40.4) 


(M.J.D. Powell, Comp. J. 9(1967), 4O4 -407): Als f € C[-1,+1] dan 
geldt in de notatie van stelling (9.11) (ofschoon de FC-reeks nu niet 
hoeft te convergeren): 5,07 E_ > IF ae voor n < 1000. M.a.w. tot 
= 1000 kan men nog niet eens "gen deelne nauwkeurigheid meer halen 

door een echte BB te gebruiken i. p.V. een FC-reeks van dezelfde 
graad. (Vgl. ook Cheney p. 149.) 

2 +1 £CH)T, Ct) 
Md fit? 


ciet kunnen berekenen, 


De co@fficiënten a 





dt zal men zelden expli- 


In hoofdstuk IV zullen we methoden leren kennen om deze integralen 
benaderd te berekenen, In 5 11 zullen we echter een verwante reeks=- 


ontwikkeling aantreffen waarvan de coëfficiënten wel gemakkelijk 
zijn te bepalen. 


Opgave. Bereken de coëfficiënten a, van f(x) =/1 -x2, Schat de fout 


NE Tds als na de n° term afgebroken wordt. 


Discrete kleinste-kwadratenbenaderingen 


We beschouwen nu de lineaire ruimte E' der functies die slechts ge- 


en. 


definieerd zijn op de punten Kore ee sk 


De ruimte E' is juist q +1 dimensionaal (ga na). 
De functies 1,x,x?,...,xd vormen een basis (ga na). 


Men kan een element van E' beschouwen als representant van de klasse 
van alle functies uit bijvoorbeeld Cla,bl ([a,b] 2 Íx, }) die op 
{x, } in waarde overeenstemmen met dit element van E', Aldus is E' in 
feite een ruimte van equivalentieklassen. 

Zij nog ( , ) een inproduct op E'. 


dq SN 
Een belängrijk geval is (f‚g) = let Ves: inie Oek W; > 0 (we zullen 


een dergelijk inproduct een discreet inproduct noemen in tegenstel- 
ling tot (8.9), dat we een continu inproduct noemen). De hierdoor ge- 


(10.5) 


(10.6) 


(10.7) 


(10.8) 


(10.9) 


(10.10) 


(10.11) 
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induceerde norm induceert natuurlijk juist de seminorm (5.4) op 
C[a,bl als {x,} C [a,b]. 


Stelling. Bij een f € C[a,bl is er juist Één polynoom in Po k <q, 
dat een BB van f is in de seminorm (5.4). 


Bewijs. We beperken f tot {x,}. Wegens (6.1), (6.5) en (6.6) is er 
in P‚» beperkt tot {x‚}, precies een BB van f. Evenwel stemmen geen 
twee elementen van P, op {x,} overeen wegens (10.3) (hoe is dit bij 
k > q?). | | 


Op grond van (10.3) kan men door orthogonalisatie een orthogonaal 
stelsel polynomia G,,Gjs.:.;G construeren, Gr van juiste graad k, 
dat weer uniek is op multiplicatieve factoren na (vgl. (8.13)). Ook 
(8.14) geldt voor dit stelsel. We nemen nu verder aan dat we met een 
inproduct als (10.4) te maken hebben. Men noemt de orthogonale poly- 
nomia dan de Gram polynomia bij (10,4), en hiervoor gaan (8,16) - 
(8.19) zonder meer door. Stelling (8.20) krijgt nu de volgende ge- 
daante (met een analoog bewijs): | 


Stelling.Zij f € E' orthogonaal met G,,...;G ‚n <q, en zij f 


n=1 
niet de nulfunctie. Dan bestaan er natuurlijke getallen My oMg see es 


alle 1 (we zullen ook zeggen f wisselt minstens n maal van teken op 
{x‚}). 


Bijgevolg gaat ook (8.21) door. Evenzo (8.24). Door in (8.9) met 
Stieltjes integralen te werken had men deze resultaten tegelijker- 


tijd kunnen bewijzen met de overeenkomstige in 5 8. 
De in (8.3) genoemde reeks zullen we nu FG_ reeks noemen. De 


coëfficiënten hiervan zijn gemakkelijk te berekenen als 
È el EN 
1=0 1=0 | 
De waarden der Gram polynomia kan men weer voortbrengen met (8,16). 


o 


Opgave. a) Zij f € C[a,b] en zij f de (n-1)-ste graad BB in de semi- 
norm (5.b), n & q. Dan wisselt de foutfunctie &(x) =f(x) - f(x) Op 

(a,b) minstens n maal van teken op de rij Xpose kg 

b) Hoe kan men nu door de rij 8x; ? te bezien een indruk krijgen hoe 


bij Il IL. 


goed de verkregen benadering is t.o.v. de BB in Ee 


| 


Mys, Zodat hetzij f(x, )(-1) hetzij fx, )(-1T'! positief is voor | 
9 ì 
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(10.12) Normaalvergelijkingen. Een zeer bekende methode om een BB in de semi= 

norm (5.4) te EN is de volgende. Als 
q 
PB) = E w. [fCx, ) — : Bf, Cx, )1*, dan komt minimaliseren van & neer 
D 1=0 j=0 | 
op het oplossen van de vergelijkingen 24E) z 0, j = Os...n. Dit is 
een stelsel van n +1 lineaire vergelijkingen met n +1 onbekenden, de 
Zege zormealvergelijkingen. Door dit stelsel, waarvan de matrix de 
q ° 

gedaante eni = w, f mi fs (xj) heeft, op te lossen krijgt men zo 


J 
1=0 | | 
direct het benaderend polynoom in handen. Zeer veel gebruikt is de keuze 


£, 0) = xÌ, ) =0,...‚n. Ongelukkig genoeg is het juist deze keuze, 
die een in hoge mate instabiel probleem oplevert. We komen hier later 
op terug en volstaan hier met de mededeling dat b.v. 10° graads po= 
lynomia op het interval [0,1], op deze wijze verkregen, bij bereke- 
nen in Q, reeds relatieve fouten in de coëfficiëntenvector 8 kunnen 
geven van meer dan 100%. 


(10.13) Opgave. Welke is de gedaante der normaalvergelijkingen, als we voor 
| de f; de Gram-polynomia kiezen, behorend bij de gegeven w; en x;? 


| 56 11 FC-reeksen t.o.v. een discreet inproduct 


Als belangrijk geval van 5 10 hebben we: 


q-1 zijn Gram-polynomia bij 
Xx; 5 En Wi; 5 1 (ga na). Algemener geldt 


(11.1) De Chebychev polynomia Loasvasl 


jj =1s...,q geldt 


| (11.2) Stelling. Op de nulpunten ts van a? 


q 
en als 1+j en i=-j # O0 mod ta 
= Ja(-1)" als i-j of i+j = 2mq; 


= Jall-T+ (11 als i-j = 2m en i+j= 24q. 


Bewijs. Substitutie der tT, geeft een reeks in cosinussen. Complex 
genoteerd is dit een meetkundige reeks, die zich laat sommeren. || 


(11.3) We beschouwen nu de FC-reeks van f t.o.v. het discrete inproduct, 
voortaan te noemen de FC-reeks van f,‚ waarvan de coëfficiënten dus 
mijn: ((TosT,) = gs (Tst) = F7). 
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Oe n mn 
(11.4) ae) had q Paak 1 k=1,...,q En 
et EE | _ 
a, 5 5 re ick ok Zij dad En ‘mm de FC-reeks van 


f t.o.v. het continue inproduct, en zij deze convergent naar f. 


_ q 
Dan geldt a, =5 E et se ek = 


Ak Togek TS2qek *tugek tT ugek Gogek tt" . 


= A "Pis k=1,2,...,4=1 : 
Evenzo a, = do Arq tua Tea en de Die 
Passen we dit toe met q=n+1, dan krijgen we 
Nn n ee Ee oo n 
La TT, = EZ (a, -r,)T =f-F,rF z= 5E atT+Er T... 
o kk k=0 X kk n° n pag kk gk K 


De eerste £ van deze fout is dezelfde die we bij het afkappen van de 
FC-reeks maakten; de tweede £ komt daar nog boven op. Wegens 


n n oo | 
| ez DT! < zIrl < zr la,l kunnen we een zelfde resultaat als 
k=0 k=0 n+2 


oo 
in stelling (9.11) verkrijgen door te eisen E la,l < }6la_ ‚|, 
1 +6 n+2 


1-6 En ì 





0 < 8 < 1. Dan geldt dus WEI, < 


(11.5) Opgave. Hoe benaderen de a, van de FC_-reeks de a, van de FC-reeks 


ey et 
als f € P_,ten 


(11.6) Opmerking. Powell (vgl. (9.17)) bewijst voor dit geval WE < 6E, 
voor n < 1000. | 

(11.7) Opmerking. Torres Tqei zijn ook Gram polynomia bij x‚ sti, wi =1 
voor 1 Si S<q-1, w, = w = }. Hiervoor kan men beschouwingen hou- 
den parallel aan (11.2) nn (11.4). 


8 12 Snelle convergentie 


We besluiten dit hoofdstuk met twee paragrafen waarin de mededelingen 
betreffende snelle convergentie van FC-reeksen (56 12) resp. de nume= 
rieke stabiliteit van het evaluatie-schema (8,20) nader gesubstanti- 
eerd worden (6 13). OO | 


8 12.1 


(12.1) 
(12,2) 
(12.3) 


(12,4) 
(42.5) 


(12.6) 


(12.7) 


(12.0) 
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We zeggen eerst iets over het convergentie karakter met metho- 


‘den uit de klassieke theorie der orthogonale polynomia. 


Hiertoe brengen we eerst Leibniz regel voor het herhaald dif- 
ferentiëren van een produkt in herinnering: 


D (fg) Een Ge) g 


Beschouw nu de functies | 
66 e= (te xDE DA PRT, n= 0,1,2,… 


Hiervoor gelden de volgende eigenschappen (ga na) 
EN Me 
6) is een x-de graads polynoom in x (Leibniz op (1 -x)F E14 xn 5 


toepassen) 


8 rad td dx == £ ME) ‚ (1 -x2)PTE ax 
me Î A1 - x2 „Ì | 
(n maal partieel integreren en met Leibniz nagaan dat pa -x2)nTd = 
= 0 voor Xx z= ti en voor k = 0,1,2,...‚n-1). 
In het bijzonder geldt dus 


1 xe (x) 1 | 
ee dxen! of (1 -x2)PTE ax 
_Ì /T -x? -Ì 


zodat 


n 

r fd, 0) a Ee) ‚ Xx ha a 
„1 /i-x? i _1 /1 -x? 

Bijgevolg zijn de polynomia ®, erthogonaal bij het zelfde inproduct. 


als de Chebychev polynomia, dus Ò is een veelvoud van De (zie 


(8.13). 


Dus geldt (12.6) ook met Bn ipv. Ó,» zodat we voor de Chebychev co- - 
efficiënten krijgen (n > 1): 





| | | n 
2 £GOT, O0) FND Me) 1 Xx 16) Ea 
(n) 1i=n 1 T (x)T (x) (n) 
wi AE (E)2 | n n EE: : (8) 


zin zi /1-xi 2 n' 


Als we nu bedenken dat de Taylor coëfficiënten van £ de gedaarite2 


£D a) 
en 


er hebben, dan zien we dat verwacht mag worden dat de Chebychev 


coëfficiënten veel sneller dalen dan de Taylor coëfficiënten. 


5 12.2 


(12.9) 


(12.10) 


(12,11) 


(12,12) 


(12.13) 
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ae) 


Een heel andere methode, die ons tevens herhaaldelijk in staat 
zal stellen de Chebychev coëfficiënten te bepalen, werkt met recur- 
rente betrekkingen, die ook elders in de toegepaste analyse van toe- 
nemend belang zijn. Daarom geven we eerst een 


Digressie over recurrente betrekkingen 


Een voorbeeld van een recurrente betrekking 1S A42 + Earsg + 


3k een relatie 


Ee | 


voor k=0,1,2,... « Algemener noemt men bij gegeven c 


Aran * Sakâkene1 * °°" Ft Enk ° Bran ? 


waarin enk niet 0 is voor alle k, een (n+1)-terms lineaire recurren- 
te betrekking voor de rij {a BE of ook wel een n-de orde lineaire 
differentievergelijking. Een rij la, } die eraan voldoet heet een op- 
lossing. Een oplossing is blijkbaar” bepaald door (willekeurig voor 
te schrijven) beginwaarden âgs-++sän-,: Wanneer g, =O voor alle k 
heet (12.10) homogeen, anders inhomogeen. Als voor elke j geldt dat 
ek onafhankelijk is van k zegt men dat de betrekking constante co- 
efficiënten heeft. 

De lezer verifiëre de volgende uitspraken (12.11) t/m (12.13) 
en (12.16). | | | 


De oplossingen van de homogene vergelijking (12.10) vormen een n- 
dimensionale lineaire ruimte. 


Een willekeurige oplossing van de inhomogene vergelijking (12.10)- 
kan verkregen worden door een vaste oplossing van (12.10) te vermeer- 
deren met een geschikte oplossing van de bijbehorende homogene ver- 
gelijking. 


Als de coëfficiënten van (12,10) constant zijn, kunnen we de op= 
lossingen van de homogene vergelijking (12.10) zelfs expliciet aan- 
geven. Schrijven we nog c. Ì.p.v. Ck dan geldt: Als alle wortels 
As m=1l,.e.sn van de vergelijking 


m 


n n=1 e 
xXx + Cx + e + En ee 0 


(de karakteristieke vergelijking van (12.10)) verschillend zijn dan 
vormen de oplossingen met a, = A een basis van de oplossingsruim=- 
te van de homogene vergelijking, zodat dus voor een willekeurige op- 


lossing geldt 


(12.14) 


(19.15) 


(12.16) 


(12,17) 
(12.18) 


6 12.3 


(12.19) 


(12,20) 
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a; > jn Ann 
(waarbij de An uiteraard bepaald worden door de beginwaarden a, t/m 
A,-,’* Men noemt de A, ook wel de karakteristieke wortels van de re- 


nd 
cursie, | 


Men kan nog bewijzen dat als niet alle wortels van de karakte- 
ristieke vergelijking verschillend zijn, en de verschillende wortels 
An hebben resp. multipliciteiten Hs de rijen met a; = Ts 
IE Old H„=1;5; m=0,1,... een Shaais vormen als in (12.13) be- 
doeld, zodat nt een willekeurige oplossing geldt (12.14) met An 
een u =1)=-ste graads polynoom in i. 


Laat (12,10) weer constante coëfficiënten hebben. Zij fo, } de 


oplossing van de homogene vergelijking met Og 3 ve 5 Ln = Ni 


0, * Î. Zij la, } een oplossing van de hannan vergelijking. Dan 


mf | 
is {aj} met 


1 …— 
a A +ErOn-i “Ekin +: +8 kai 9 kn 


de oplossing van de inhomogene vergelijking met dezelfde beginwaar- 
den als la, K, 


| 
In al deze dingen ziet men een niee met de theorie der diffe- | 
rentiaalvergelijkingen. 


Opgave. Bepaal de fibonacci getallen FE gedefinieerd door F, =0, 


F;, = 1, F == F + FE . 


k+2 k+1 k 


Opgave. Bedenk een parallel van (12.16) voor recursies met niet con- 
stante coêfficiënten. 


Nu eerst nog enkele eigenschappen van Chebychev polynomia en 
reeksen, waarvan de eerste twee onmiddellijk uit de definitie vol- 
gen. 


e 1) =(-1)K =(-1)K > 
ROD zr 4, BCD EDS, TO 2-1), TO = 0. 


ÍT = T, voor k= 0 
= dT, voor k = 1 


T T 
+ … 
Eire, voor k22 


(12.21) 


(12.22) 


(12,23) 


56 12.3 
(12.24) 


(12.25) 
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oo oo 


zij fect, f = Fa, Ts f' = EalT, (FC-reeksen). 
0 0 


Dan geldt 2ka ‚ k> 2, 2a, = 2a, = aj « 


ge ' on Lj 
k *k-1 Akti 
Bewijs. Wegens (9.15) convergeert de reeks voor f' uniform, zodat 


we term voor term mogen integreren. Als we elke term in deze reeks 
vervangen door zijn primitieve volgens (12.28) krijgen we weer een | 
convergerlte reeks aangezien a = Olk °) (zie (9.13)). Omschikken 
van de reeks levert de nog steeds uniform convergente reeks 
| T, co T 
(2a, -a) + En kei " Ar1 Kk 
je oo 
die wegens (9.16) identiek moet zijn met den | 
oo 


Zij f = ee Dan ìs 


2xf = a,T, + (a, +2a,)T, + Cara A1’ Ek E 
Bewijs: (9.2). 


Door herhaling van (12.22) krijgt men 
2 pe N } 
uxif = (a, +2a,)T, + (a, + 3a,)T, t (a, +2a, +2a,)T, + 
oo ! 
+ Lara * Za tz) Te ' | 


40 kan men doorgaan. 


Als voorbeeld beschouwen we nu de FC-reeks van f(x) = Ì 


1 +x? 
op [-1,1], op welk interval de machtreeks bepaald langzaam conver- 


geert (uiteraard behalve vlak bij 0). 





oo 

Zij f(x) = LET (x). Aangezien f een even functie is, en de 
0 

polynomia TI, beurtelings even en oneven functies zijn, is f = 0 

voor oneven k. | 


Schrijven we nog 
(1+x°)f(x) = Za, Tx) 


dan is volgens (12.23) Ak Bf, 45 + Bf, + fig) voor k > u. Ander- 


Zijds echter is (1 +x?)f(x) = 1, zodat wegens (9.16) qa, =O voor k>1. 
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Derhalve voldoen de f aan de recursie 


(12.26) f42 t Bf + F2 = 0, k > 4 
| of, met Db = fok 
1227) Dx2 + Bb, +4 + b, z= 0, k > 1 ’ 


Dit is een homogene 3-term lineaire recurrente betrekking met 
constante coëfficiënten. De karakteristieke vergelijking is 
x? +6x +1 = 0, met wortels a =-3-/8 >= 5.8 en B = 1/a * - 0.17. 
Derhalve geldt | 


(12.28) bb, = pa + ag ô kei 


Nu moeten bij een convergente Chebychev-reeks de coëfficiënten 
naar 0 gaan. Derhalve geldt p =0 en dus 


k 
(12.29) for z= qB" , k > 1 


De coêfficiënten dalen dus inderdaad zeer veel sneller dan die van 
de Taylor=-reeks,. 


(12.30) Opgave. Pas stelling (9.11) toe. 


(12.31) Om de reeks geheel te bepalen moet men nog de waarden van f, | 
en q opsporen. Wegens (12.23) geldt 


(12.32) BCF, +6É,) = qe = 1 


(12.33) s(f, +6f, +2f,) = q, = 0 
M.b.v. (12.29) en deze twee relaties kan men nu f, en q bepalen 
(uitkomst q = /2 s Es Nr Aldus is de rij (fi) in uit- 


stekende precisie te bepalen. 


(12.34) Het is een gelukkige omstandigheid dat de recurrente betrekking 
| (12.26) expliciet kan worden opgelost. Stel echter dat dit niet ge- 
kund had. Dan zou men bijvoorbeeld f, door benadering van de defi- 
niêrende integraal hebben kunnen bepalen, en dan m.b.v. (12432), 
(12.33) en (12.26) de rij (£‚} eenvoudig kunnen voortbrengen. Dit 
gaat echter mis. Immers t.g.v. afrondfouten in de aldus bepaalde fs 
en f, mag man niet verwachten dat voor een zekere q exact zal gelden 
f, =qB, f‚ =qB*; integendeel moet men verwachten f‚ =qB + pa, 

El =q6° + pa? met p #0 (ofschoon klein). In de gegenereerde rij Ee, 
komt dus een (aanvankelijk kleine) component pa“ voor, die het reeds 


(12.35) 


(12.36) 


(12.37) 


(12.38) 


(12.39) 
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na weinige recursie stappen van ak wint(bijvoorbeeld als psgdû =S 
is reeds voor k =8 pa“ > ag). Uiteraard kunnen verdere afrondfouten 
tijdens de recursie dit verschijnsel nog versterken. De recursie 
(12.2) is dus instabiel voor de verlangde o lossing. De vraag rijst 
natuurlijk of men deze instabiliteit kan omzeilen. 


Bij wijze van intermezzo vragen we ons af of de recursie (12.26) 
voor al zijn oplossingen zo instabiel is. Omdat de f, in feite een 
vaste betekenis hebben, herschrijven we (12.26) als 


Eka2 * Bear * =O» ee 
Hiervoor geldt de volgende eigenschap, die we zonder bewijs ge 
ven: 
Rekenend in Q worden oplossingen ce, = pa” opgeleverd met een re- 


latieve fout omstreeks 2.3kE zolang 2.3kE << 1. En dit geldt voor 
elke homogene lineaire 3-terms recursie met constante coëfficiënten 
waarbij de wortels van de karakteristieke vergelijking aanzienlijk 
in grootte verschillen, en men wenst de oplossing behorende bij de 
abs. grootste wortel te bepalen. | 


Hieruit blijkt dat de “teruglopende” versie van (12.26) wèl sta- 
biel is voor de rij (£}, aangezien deze rij dan juist past bij de 


grootste karakteristieke wortel. Dit levert meteen een veel gebruikte 


methode om de an te bepalen. We schetsen deze slechts: kies een vol- 
doend groot getal N. Neem Aon+2 = Oo Aon 2 1, en ga met (12.26) en 
(12.33) (met a i.p.v. fi)terug. De aldus verkregen oplossing heeft 
natuurlijk de gedaante Ar 5 pak 4 qagNTK, zodra de tweede term 


voldoende is uitgestorven (en dat is heel snel) geldt dat a evenre- 
oo 


Ee k _e _ _ 
dig is met Fe Aangezien et eid = E2kTokt0) sz f(0) = 1 zal 


N 
Ea CIN een goede benadering zijn voor de evenredigheidsfactor. 
0 | N | 


Een nadere analyse toont aan dat de reeks E For Tax) die men op- 
0 

deze wijze krijgt, inderdaad een zeer nauwkeurige benadering van f 

geeft (de absolute fout is slechts een luttel aantal malen E). 


Met behulp van de reeks voor ren kunnen we nu ook reeksen 
voor arctan(x) en arctan(x)/x bepalen. Wij zullen ons alleen nog met 
de convergentie snelheid van deze reeksen bezighouden. 


Ee 


(12.40) 
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g(x) = arctan(x). Dan is g'(x) = f(x) = EET) (in de nota- 
0 
tie van (12.24)). Zij glx) = E&i (x). Dan is wegens (12.21) 


ADE SL sf k > 1 


2k 2k+2 ° 


| k 
vm _ B Ld 8 hand 
zodat Boka 5 UU BTT ti 5 voor even k is 8, “0. Déze reeks 


convergeert dus nog wat sneller dan die voor f. 


(12.41) 


(12.42) 


Ook hier is de expliciete oplosbaarheid van (12.26) niet essen- 
tieel. Door (12.26) te verminderen met dezelfde relatie waarin k ver- 
Vangen is door k + 2 krijgt men rechtstreeks 2k +3) g43 + 
+ 12(k +1) 4 + 2(k - Dg = 0 en die kan men weer teruglopend 
oplossen, 


| 





Zij h(x) = arectan(x)/x. Dan is xh' +h = . Stelt men 
1 +x 
en Near + Det 
h(x) = Eh, Tx). Dan is xh' +h = begintermen + 5 | T+ 
2 
+ Eh, Tr Dus 
k > 2 Ld 


t î a 
BChyaa * Diens * 2) sf 
Verminderen met zelfde relatie met 2 grotere k en toepassen van 
(12.21) geeft 
ET fra 

k +1 ú 


Ch k > 2 N 





k+2 * hij) 
Dit is een inhomogene differentievergelijking. De algemene oplossing 
van de homogene vergelijking is hok z= e(-1). Een particuliere op= 
lossing van de inhomogene vergelijking krijgt men uitgaande van 

k-1 .f,. -f‚. 
= (-1) +1 E (-1)Ì 22 21+2 


h, = 0: hok En EE Bijgevolg is 
k k-1 | 
ho, 5 (-1)" [e - EE] . Wegens h‚ + 0 voor k + e moet cz E ; dus 
aa | iz1 ai iz1 


he wle P mast fi Êoi42 
2k ik 21 +1 i 
sneller dan bij f. Dit is de benadering bedoeld in 6 2.2, 


Dus ook hier convergentie nog wat 


12,43) Opgave. Zij &(x) id. hid Bepaal de reeks voor d(x)/x. 
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(12.44) Rêsumé. De recurrente betrekking in voorwaartse richting pleegt 


5 13 
(13.1) 
(13.2) 


(13.3) 


slecht bruikbaar te zijn voor berekening der coëfficiënten door zijn 
instabiliteit en door het probleem hoe men aan goede waarden voor de 


eerste coëfficiënten komt. De teruglopende recursie komt aan beide 


bezwaren tegemoet, en geeft voor een belangrijke klasse van functies 
uitstekende benaderingen (zie bijvoorbeeld Clenshaw). | 

De teruglopende recurrente betrekking blijkt in sommige gevallen 
ook bijzonder efficiënt te zijn wanneer men geen coëfficiënten van 
een ontwikkeling maar rechtstreeks functiewaarden wenst op te leve- 
ren, bijvoorbeeld van Besselfuncties (zie bijvoorbeeld Goldstein en 
Thaler, MTAC 13(1959) p. 102 - 108, en Boersma en le Grand, Rapport 
TW 11(1962), Groningen). 


Numerieke stabiliteit 


Onder het bepalen van een approximatie 


n 
5 a Te (FC-representatie) 


k=0 


of 
xk 


e st, | 
E PX (polynoomrepresentatie) 


k=0 


voor een functie f verstaan we het bepalen van de coëfficiënten a, 
of Pi Onder het evalueren van zo'n approximatie verstaan we het be- 
palen van de waarde ervan voor een gegeven waarde van x. Het bepalen 
van de aanpassing doet men gewoonlijk slechts eenmaal, het evalueren 
ervan gewoonlijk vele malen. | 

De fout in de opgeleverde functiewaarden van zo'n approximatie 
heeft dan ook drie componenten 
a) het verschil tussen de ware approximatie (d.i. de approximatie die 
men zou hebben gekregen als bij de bepaling ervan geen afrondfouten 
waren gemaakt) en de te approximeren functie; dit is dus de trunca- 
tion error; | 
b) het verschil tussen ware approximatie en verkregen approximatie; 
c) de fout gemaakt bij de evaluatie van de verkregen approximatie. 

De eerste twee componenten vat men wel samen onder de naam ee 
presentatiefout, de laatste noemt men de evaluatiefout. 
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In de voorafgaande paragrafen schonken we voornamelijk aandacht 
aan de onder a genoemde component. We willen nu enige aandacht geven 
aan b en c. Daarbij is van belang de volgende stelling, die we zonder 
bewijs geven: 


(13.4) Stelling. Zij Ass X E Q, |xl < 1. De fout waarmee Ea, Tx) bij 
| k=0 
het binnen Q uitvoeren van de recursie (9.9) belast wordt, heeft als 


majorant 


n | 
(13.5) E(1 +10n2E) 5 [5k(k +1) + 1] la, | EE 
k=0 
als 
(13.6) 10n?E <1 , në <5 


60 
e 


(13,7) Merk op dat voor Q, en Q, zeer hoge waarden van n toelaatbaar 
zijn, en dat in praktische gevallen de term 10n?E in (13.5) te ver- 
waarlozen is. We zullen deze term verder ook verwaarlozen. 


5 13.1 Evaluatiefout 
We letten nu eerst op de evaluatiefout van (13.2) m.b.v. (9,9) 
voor a, als in (9.18) 


(13.8) De evaluatiefout is hoogstens * an) 2maxl£GO 1E . 
x|<1 


‘ n 
Bewijs. Volgens Cauchy-Schwarz is io Pl S VEB, "/Ea; « Nu is 
N | 


n oo - 
E B “25 Ek* > 5n°. Wegens Tas +5 r ar = IfN® & m maxlfl? is 
0 0 =1 
A | 
E a, <2 maxlf|?. Invullen in (13.5). Il 
k=0 


Als evenwel de reeks snel convergeert is het resultaat nog veel 
gunstiger. We geven een voorbeeld: 


(13.9) Als la,l <S la, lo dan is de evaluatiefout hoogstens 
[00 Lj max |f(x*)|E (ga na; aanw.: r 
(1 -p)° P Ixil <1 
EN NEE 
dp? Ì-Pp (1-0) 
5 maxlflE 


E (k +1)C(k +2) pk = 
k=0 





; la l < max | f(x) |). Bijvoorbeeld p = : geeft 
[xl <1 


(13.10) 


font) 


ĳ 
f 5 
ed 
d 


| 
ld 

| 

| 


TA72-41 


Hiermee is aangetoond dat de beschouwde recursie in praktisch inte- 
ressante situaties zeer nauwkeurige waarden voor (13.2) oplevert. 


Als men daarentegen (13.2) Ömschrijft naar de gedaante 
n 


EP (mogelijk om een kleine efficiency winst te boeken, vgl. 
(9.8)) kan het heel wel gebeuren dat een of meer der Pi honderden 
malen groter zijn dan maxlf(x)|l (beschouw bijvoorbeeld f(x) = 

= Tx); dan is de coêfficiënt van xk reeds kei, terwijl 

max|f(x)| = 1). Dan geeft (h.15) een veel ongunstiger foutschatting 
dan zojuist voor de gedaante (13.2) is verkregen. Vandaar dat dit 
Ömschrijven ontraden wordt. 


Het in (13.7) en (13.8) beschouwde had betrekking op de ware coëffi- 
eiënten a Uit (13.5) ziet men echter dat er aan de evaluatiefout 
weinig verandert als men deze ware a, vervangt door Peel ke bena= 
deringen, bijvoorbeeld door de berekende waarden van a, (vgl. 5 11). 


(N.B. we zeggen (nog) niet dat de representatiefout dan weinig ver- 
andert.) 


(13.12) Opgave. Ga na wat er komt voor a i.p.v. A: 


5 13.2 


(13.13) 


Representatiefout (component b uit (13.1)) 


n | Ee 
We beschouwen Ea, T, met de exact volgens $ 11 berekende a, als 
| 0 ge 
ware benadering, en vragen ons af welke fout men maakt door de a in 


Q te berekenen. Stel nu dat men de hierin optredende TTS) berekent 
meb.v. (9,9) met a, =1, aq “--: “Ag “0. Dan is volgens (13.4) de 
fout in T‚(t‚) hoogstens omstreeks 5k*E. Voor de fout in a, vinden 
we dus als majorant 10k?E maxlf(x)|. Voor alle k tezamen leidt dit 
in En 2) tot een fout die gemajoreerd wordt door 


10( EK?) )E maxl f£(x)| - n°E max(|f|). Helaas is deze majorant groot 
7 \ 


t.o.v. de in (13.9) voor p niet te dicht bij 1 verkregen majoranten 
voor de afrondfout gemaakt tijdens het evalueren van (13.2). Hieraan 
wordt niet afgedaan (zoals men misschien hoopt) doordat men Te CT, ) 
gewoonlijk niet volgens (9.9) berekent, maar (waarom?) A, 
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(vgl. (9.2)). Hiervoor gelden nl. soortgelijke foutschattingen. 
Voor werkelijk nauwkeurige aanpassingen is deze wijze van bepalen 
der coëfficiënten dus waarschijnlijk minder geschikt dan de in 5 12 
aangeduide methode der teruglopende recursie. 


Literatuur bij dit hoofdstuk 
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L. Fox -I.B. Parker: Chebyshev polynomials in numerical analysis, 
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ES 





‚8 15, 


(15,1) 


(15.2) 


Lt (15,3) 
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Hoofdstuk III: Interpolatiepolynomia 


Inleiding. De oudste, en voor de komst van de computer vrijwel enig 
gebruikte methode om een functie f te benaderen is met een z.g. in= 
terpolatiepolynoom, dat in een aantal gegeven punten met de functie 
overeenstemt benevens eventueel een of meer afgeleiden. Het belang 
van dit soort benaderingen (die vaak verre van optimaal zijn in de 
sup=norm) lag in het feit, dat de meest gebruikte functies in de 
toegepaste wiskunde (zoals Besselfuncties, foutenintegraal e.d.) in 
uitgebreide tabellen beschikbaar waren. Het ging er daarbij om voor 
tussenliggende waarden van het argument met weinig rekenwerk de bij= 
behorende functiewaarde te kunnen vinden. De man, die met een tafel-= 
rekenmachine eens een arctangens moet uitrekenen is meer gebaat met 
een tabel waarin hij met enkele vermenigvuldigingen de gezochte 
waarde vindt, dan met een optimale approximatie als in 5 2.2, die 
de functie op een groot interval benadert. Interpolatiepolynomia le= 
nen zich wegens hun eenvoudige berekenbaarheid zeer goed hiervoor. 


Existentie en eenduidigheid van interpolatiepolynomia 


Definitie. Laat Xp aXj sees Xp verschillende punten zijn, NgsNjsese sn 
E | | n | 
gehele niet-negatieve getallen, en N= n + E n;- 
| i=0 
Zij f een functie, die minstens [ max n;Ì -maal differentieerbaar is. 
Een polynoom Hy(x) met : 


n 


HN Cx; ) = Ws, sE k=0,l,.se‚n; 9 EE PE heet dan een in= 


terpolatiepolynoom van f in de punten Xpress sXje 


Opmerking. Voor n=... an, 8 spreekt men van Lagrange interpolatie. 
Voor nn, =n, =1 spreekt men van Hermite interpolatie. Voor n=0 
heeft men een beginstuk van de Taylorreeks. | 


| Stelling. In Pi ligt ee Één tn als gedefinieerd 


in (15,1). 


Bewijs. De N +1 voorwaarden (15.2) resulteren voor een polynoom p 
uit PN: in een stelsel van N +1 lineaire vergelijkingen met de N +1 
coëfficiënten van het polynoom als onbekenden. We kunnen volstaan 
met aan te tonen, dat het homogene probleem (f 20) slechts de nul- 


niee a 
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PLO EnE heeft; het inhomogene probleen heeft dan juist één oplos- 
Laat een Belymsoms DP aan de voorwaarden (15,2) voldoen voor f 
Dan is p(x) deelbaar door 


+1 Des *1 
A, 5 an=j 
Cx xXx) se Cx, Xn=1® 


Deze factor heeft evenwel de graad N +1, zodat als P E Py moet 
gelden p 20 Il. | 


A 
a) 
e 


ns An © 1 
(x x_) Ee 


(15,5) Opmerking. Deze stelling is een generalisatie van (10,3). 


(15.6) Stelling. Zij [a,bl het segment opgespannen door Xx, XpXyjseee Xe 
rsi) 


Laat f bestaan op (a,b). Dan geldt voor de restterm 
(N+1) (pr) n.+1 __nn+1 
Rys100) 2 FGO =H) zE (xe) Pe eerd, 
D | (N +1)! | 


a < 5 < b, 8 afhankelijk van Xe. 

n.+1 
8 . 
Bewijs. Bekijk arn = Ry41 (27 rhis x‚) en zij XX, voor 


alle ji. a 
Voor &(E) = Ry‚j(t) - ox) I(t-x,) * geldt lx) = Hlxj) = 0 


voor alle i, Dus & heeft minstens n +2 nulpunten op [a,b]. Met Rolle | 
volgt hieruit, dat &' minstens n +1 van Xx en Xx, verschillende nul- / 
punten heeft op dit segment. Daarbij komen nog k nulpunten als voor 

k punten Xi; geldt n, > 1. Zo doorgaand ziet men in, dat o{N+1) min= 
stens één nulpunt &£ heeft op [a,b]. 


N+1 
(N+1) _ „(N+1) d 
RN+1 =£ 


| n;+1 
Wegens en acher Ì (tx) z (N+1) ! 


j & £(N+1) 


geldt dus p(x (E) /(N +1)!, waaruit het beweerde volgt ||. 


(15.7) Opgave. Kan Hy van graad < N zijn? 


(15.8) Van de ligging van het punt E in het beschouwde interval kan men 
vrijwel nooit iets zeggen. Bij het beoordelen van interpolatieresul= 
taten zullen we dan ook steeds de respectieve uitdrukkingen 

£{N+1) +1 
max |f 0 U (x= "XX; ) Ti beschouwen, waarbij het max. genomen 


(N +1)! 
wordt voor EE [a,bl (zie (15.6)). 


p 


Be 





ne nen in a in Ein adnnkn. > 


aen in ne nd an le” Meden za ik nahe einden. Mata: WOE oke thans $ 


6 16, 


(16,1) 


(16,2) 


(16.3) 


(16.4) 


(16.5) 


(16,6) 
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Lagrangeinterpolatie 
Het is direct in te zien, dat het polynoom 
X= Xs 


xX 


è = : £( ) Ly (x), LA) — 
n Xj k Deiëk Ke % 


= EL 
D k=0 D j= 


wegens Lj (3) z Sis voldoet aan het Lagrangeinterpolatieprobleem 


ad n 
(15,3) met als restterm R+ = ir Ne 


Opgave, ie aan, dat 


: Lj Cu) ss 1 4 
k=0 


Opgave. Laat h de stapgrootte zijn bij equidistante interpolatie op 


Xpsees sj dus X; “Xo + in, Met de hulpvariabele t, Be door 
Xx = X, +th drukken we x=x, in eenheden van de staplengte uit. Toon 
aan dat Lj (t) niet meer van h afhangt, en derhalve comfortabel geta= 
belleerd kan worden (voor tabellen zie bijv. "Tables of Lagrangian 
interpolation coefficients" en Karmazina=Kurotsjkina). Dit volgt 
nog eens uit de expliciete ne 
wis GES 

Lt) = Tt), Tt) z £ (t-j) . 

ni (t-k) 520 





Opgave. Toon aan, dat de fout bij lineaire interpolatie op een inter=- 
val [a,b] met x, za; XxX, =b van een twee maal continu differentieer- 


ar? 
bare functie niet groter is dan LS Dg max alkaide 

xEla,b 
Leidt dergelijke formules af voor equidistante kwadratische en der- 


degraadsinterpolatie. 


Opgave. Geef een staplengte aan voor equidistante tabulering van de 


| Tr 
functie dx) = 2 f ecoslx sin t-nt)dt, die waarborgt dat de fout 
D 0 | 


bij lineaire resp. kwadratische interpolatie in absolute waarde 
8 


< 10 is. 
Opgave, Ga na, dat men in de zin van (15,8) bij equidistante inter- 


polatie in het midden van het interval betere resultaten krijgt dan 
bij de uiteinden, 





(16.7) 


(16.8) 


(16. 9) 
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Men kan zich afvragen hoe men in een gegeven interval de punten 

X, t/m Xx, moet kiezen om in de zin van (15,8) de beste interpolatie= 

resultaten te krijgen. De maximale absolute waarde van Ba kan 

men minimaal maken op [-1,+1] volgens (9.6) door voor de punten Xi 

de nulpunten van brad te kiezen. Merk op, dat made zo verkregen inter- 


polatiepolynoom identiek is met de partieelsom a kik (x) van de 
__k=0 
EC n+j reeks ($ 11), zodat we op een andere manier de gunstige: approxi= © 


matie-eigenschappen van deze reeks belicht zien, 


Opgave. Zij f € cr+D 5 ‚p] en zij g de n-de graads BB in de sup- 


es n+1 (n+1) 
norm. Bewijs nu dat If - gli, “mrt E) gr |£ CE) | 
a,b 


’ 


Opgave. Als men een (n +1)=ste graads Helvnaen p op [-1;+1] met een 
n=de graads polynoom benadert door interpolatie op de nulpunten van 
Tn44 dan is het verkregen interpolatiepolynoom een BB in de sup= 
norm voor p op [ =1 +1]. 


(16,10) Opgave. Ga na dat in de zin van (15.8) een n-de graads partieelsom 


van de Taylorreeks van een functie op een interval [a,b] deze functie 
veel slechter benadert dan bijv. equidistante interpolatie in n +1 


punten, x, =a, X_ =b, 


0 


(16. 11) Opgave. Geef een schatting voor de verhouding van de maximale fouten 


16.1 


bij equidistante interpolatie en interpolatie met evenveel punten in 
de nulpunten van Chebychev polynomia: 

â. Voor oneven n in het middelste interval. 

b. Op de buitenste intervallen. | 
Aanw. Optredende faculteiten kan men schatten met Stirling's formule. 
Men ge voor een buitenste interval 

max | HCx Xx: )l schatten m.b.v. | EL A dada: SAL 6 = Fx, +x ), 


iz 
waarvan men hoopt dat er dan van cn “al te grove wlan 


sprake is, 


Fractisch rekenen met Lagrangeinterpolatie 


Bij practische interpolatieproblemen stelt men een organisatie op 
prijs waarbij verhoging van de interpolatiegraad enerzijds weinig 
werk kost en anderzijds het verhogen van de graad een indruk geeft 


TA72=-4, 


van de restterm, Aan deze wensen voldoet’ (16,1) minder goed dan de 
aanstonds te behandelen formule met gedeelde differenties van Newton, 


(16,12) Definitie, Voor m=1,2,3,... heet 


f(x, Xjaeee Xn) = Xp “Xn, (fx sees sXg 
m 


deelde differentie van £, 


) =— Ey seerd} de m° ge= 


(16,13) Men ziet gemakkelijk in, dat f(xQs.sesx.) == E (f(X, II (x. -x,)} 
D zzo0 Ì za 2 3 
| (inductie), en dat de gedeelde differenties dus symmetrische func= 


ties van hun argumenten zijn (dew.z. invariant t.o.v. permutatie van 
de argumenten), Er geldt 
FC) = fx) + Cx xfx, Xx) 


Fos) = FXX) + xk XX) 
zodat F(x ,x) z flxpsxj) + (x -X)F HG 9X 0 XDe 


Zo voortzettend komt er 


(16,14) f(x) = £*(x) +glx) 


met 


| 


| 


fi 
Í 


(16,15) f“(x) = EC) tx kds) Heee + KX = Xx) vee Cx xd f Opee er) 
(16,16) glx) = (x-x) oe. kek EO sene okr kde 


Nemen we nu eerst even aan dat f continu is in de punten x. 


i Wegens 


(x= xfx, Ge 


a | 

FCXgseeesKjageKigge eet sn) T Frees ska oki er rXn Xi) 

| geldt dan lim (x-x,)f(x,,...,X,,X) = O0, en dus lim g(x) = 0 
| | x*X, 5 oi 


XX, 
| voor 1 = 0,1,2,...;‚n. Dus f'(x) = f(x) zodat f* juist het n-de 

| graads interpolatie polynoom ee bij Kg oe ee rk is. Maar aangezien 
“ f“ slechts van f(x,) t/m fx) afhangt geldt dit voor willekeurige 
functies f. 


| Voorts geldt blijkbaar 


16.17) gez R +1 


Men noemt (16.15) wel Newton's interpolatie formule met gedeelde 
differenties. 
Wegens (15.6) geldt dus 
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(16,18) EOrgseee sd = RUE) / rt 


Derhalve, als de n+l-ste afgeleide op het interpolatieinterval niet 
sterk varieert, geeft de eerstweggelaten term een goede indruk van 
de restterm. | 

(16,19) Opgave. Gedeelde differenties van een polynoom zijn constant als 
k =graad en 0 als k = graad +1. 


_ (16,20) Stel nu dat men wenst te interpoleren in een equidistant getabuleer- 
de tabel, Zij {t‚} de rij der argumenten, en zij tia vti = he, 

De meest voor de hand liggende wijze om (16.15) toe te passen wanneer 
men f(x) wenst te kennen voor to < x< tr is te kiezen: X; = t 
Op deze wijze krijgt men Newton's voorwaartse formule. Men merkt 


echter op dat naarmate men meer termen aan (16,15) toevoegt, het 


p+i® 


punt x verder van het midden van het interpolatieinterval komt te 
liggen, wat ongewenst is (zie (16,6)). Verstandiger ware daarom de 
punten x, als volgt te kiezen: | 

(16,21) x, = tj» X, 5 tar? X, tre1? Xs tp+2? eee 
Dan ligt nl. voor elke n het punt x wèl ongeveer in het midden van 


het interpolatieinterval. Op deze wijze krijgt men Gauss' formule, 


(16,22) Definitie, Voor een equidistante monotone rij (t,} en een functie f 
definiëren we A; i 5 É; 5 f(t), en verder recursief voor 
3 
m sissen 


(16,23) As iem = Ai 41, iem _ A; ieme1 e 
We noemen bs iem m=-de orde differentie van f. 


(16.24) Blijkbaar geldt, als het, 
zn ms ft oeeestsan) = NEE) , 


As 
i,i+m 


MES 


ON ET ENE OT 


En Ean 


rn andateiicndee St mear 


Ph siens kine hann nbs ma as 
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Op vanzelfsprekende wijze bouwt men deze differenties op met een 
tabel als onderstaand, 


f 


2 
Â 2-1 
f 4 Â_2,0 
1,0 A21 
fo A11 A _2,2 
(16.25) bià rn Hei 
f, Ag ‚2 A 1,3 
A42 âo,3 
f, A3 
âz 3 
fg 


(16.26) De voorwaartse formule van Newton en de formule van Gauss krijgen 
nu met x=t, *th-de volgende gedaante 


_ t Er t | | 
(16,27) £*“(x) ad Ee + C) bs: + CA, 2 + (3) Âs 3 ki en 9 | 
| ‘ | 
B t n+ „(n+1) 
R+ = EN, h f (E) | 
« — | D t . EN tt. î a t+1 t+Ì 
(16,28) f(x) = ff, + (9) Sor 7 (, Eid Cg Bid Cy) bebt i 
t+2 | _ stt*n=-1, ,2nel2n) 
( 5 ) base + eee a Ko. za” ( rn ) 8 EE (E) > 
rt ta. „2nti -(2n+1),, 
Ron+1 en Conai? | f (E) e 
Men heeft natuurlijk anaioge reeaksen voor x=t, +th, beginnend met 
Ee 


(16.29) Opgave. Vergelijk voor t, < x < t, de resttermen van (16,28) met die 
van (16,27) en ook met die van het enalogon van (16,2%) dat begint 


bij f_,- 


(1E.,30) Opgave. Ga na det wanneer men sin(x) om de 15° tabuleert in minstens 
5 decimalen acnter de komma, vierde orde Gauss interpolatie voor 


0 S t < 1 slechts een fout geeft van hoogstens omstreeks 40, 
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(16,31) Het opschrijven der „ifferenties in een differentietafel geeft vaak 


(16,32) 


in een oogopsiag inziernt in het gedrag van de functie t.a.v. inter-= 
polatie, met neme m‚bd.t, ce gerechtvaardigheid der aanname dat zekere 
afgeleiden niet sncl variëren m.b.t. de grootte van deze afgeleiden 


en daarmee van de resttermen. 


Als in een nagenoeg constante kozom van een differentietafel plaat- 


selijk een exnstige verstoring optreedt, wijst dit op een fout in 
een vroegere koïcm (wellicht een drukfout in de gegeven functie- 
waarden). Om de aard van dit verschijnsel in te zien is het, wegens 
de lineariteit. van het proces van differenties vormen, voldoende 
een differentietabel op te stellen van een functie die steeds de 
waarde 0 hceft, uitgezonderd een waarde c in één enkel punt als in 
0 | nevenstaande tabel. De foutvoort= 
0 kl 0 ü planting is een Pascaldriehoek, en 
0 te de grootste fout in de kolom der k=de 
„ =ê ik +3C differenties is ela) ‚ Als 
+é …2C | 
+C „3 dus de fout c groot is t.o.v, de af- 
it 5 Es p rondfout in de laatste decimaal (b.v. | 
0 0 drukfout), dan kan men op deze wijze te-| 
0 rugrekenend uit de grootste versto= | 
| ring in de k=de kolom plaats en groot- 
te der fout vinden. 
(16,33) Opgave, Vindt de fout in de equidistant getabuleerde waarden van een 
functie: 
0.,628750 , 0.,634168 , 0.639564 , 0O,644397 , 0.650288 ° 
0.655615 , 0,660920 , 0.666201 , 0.871458 , 0.676691 . 
(16,34) Opgave, Ga in de tabel (16.25) de positiès ma van de differenties die 
optreden bij (16.27) en (16.28). 
(16,35). Opgave. Ga na dat men door geschikte keuze der Xi; in (16,15) een 


interpolatieformule kan krijgen die in (16.25) een gegeven patroon 
van differenties bevat, mits dit patroon als volgt verkregen is: 
uitgaande van een positie op de linkerkolom van (16,25) gaat men 
naar een der dichtstbijzijnde posities ter rechterzijde, vandaar 
weer naar een der dichtstbijzijnde posities ter rechterzijde etc, 


lik OE ne ME nn nn 
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(16,36) Opgave. Ga na dat alle volgens (16,35) verkregen interpolatieformules 
die op dezelfde plaats in de tabel eindigen, precies hetzelfde inter 
polatiepolynoom opleveren, dat dit echter geenszins het geval is voor 
de tussentijds verkregen lagere graads interpolatie resultaten. 


(16,37) Door geschikte keuze der X; kan men zo heel wat interpolatieformules 
maken, waaruit men soms door combinatie nog weer andere maakt. Zo is 
er sprake van de formules van Newton, Gauss, Everett, Bessel, Stir 
ling. Men noteert deze doorgaans met gebruikmaking van de symbolen 


AP = A. (voorwaartse differenties) 
lp ip 
(16.38) ve = Ai=p i (achterwaartse differenties) 
| 
2p_ 8 2p+1 _ ì tea 
Ö; = Asp, i+p > Oi4z 5 Âiap, i+p+1 (centrake differenties) 


De optredende coëfficiënten der differenties hangen niet van de func- 
tie af; men vindt ze in aparte tabellen getabuleerd. 


(16.39) Opgave. a. Laten XjseserX,s Y en zn +2 verschillende punten zijn. 
Po) en P_(x) zijn de interpolatiepolynomia op XjsevesXjjs Y TESp. 
XjseeesXj» Ze Dan is | | 


Cx =y)P_(x) „(Xx -z)P (x) 

dl het interpolatiepolynoom op 
ai: 

X, se…rkes y en Ze 


b. Hoe zoudt U m.b.v. (a) een algorithme construeren om met n-de 
graads interpolatie de bij x behorende waarde te construeren? Kunt 
U een en ander zó inrichten, dat bij equidistante interpolatie het 


5 17. Convergentie van interpolatieschema's 


(17,1) Een rij interpolatieformules, waarvan de n-de past bij punten 


Kno? **"Xyjnp? hoemt men een interpolatieschema, Het is toegestaan 


dat niet alle waarden van n voorkomen, 


(17,2) Zij een functie f gegeven, en zij 6, het i=de interpolatiepolynoom 
van f bij dit schema. De vraag rijst naar convergentie van 0, near 


f voor Ì + w, We spreken dan van een convergent interpolatieschema 
voor f, | | 
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(17,3) Opgave. Beschouw een interpolatieschema waarvan de punten 
" gegeven worden door | 


Koker, (-k+j +i)h é 


h vast. Zij nu f een functie zodanig dat Le) 0 > E‚ € > 0, voor 
alle x € IR en all (bijv. f(x) = cosh(x)). Dan is bijv. voor 

h=bk (zelfs voor alle h > 2) het interpolatieschema niet convergent, 
zelfs niet in het middelste interval. | 


(17,4) Het in opgave (17.3) gevondene is niet zo verbazingwekkend, omdat 
het interval waarop geïnterpoleerd wordt onbegrensd lang wordt. Zon- 
der bewijs delen we nu twee stellingen.mede, waaruitzhlijk&adat ook 
bij een interpolatieschema waarvan alle punten in een eindig inter- 
val liggen convergentie niet hoeft op te treden. 


(17,5) Stelling. Bij een gegeven interpolatieschema met X,3 E [a,b], bestaat 
er een continue functie f waarvoor het schema niet uniform conver- 
gent is op [a,b], d.w.z. de maximale fout gaat niet naar 0, 
(Zie bijv. Natanson, dl III, Kap. II, 6 1, Satz 2.) 


1 


(17,6) Stelling. Een equidistant interpolatieschema voor de functie : 
1 +x 





op [-5,+5], x, = =5, Xx, = +5, is divergent voor |x| > 3.64, 
(Zie bijv. Survey p. 148.) 


_N.B, Deze stelling is merkwaardig, omdat alle afgeleiden van de ROET 
tie bestaan. 


(17,7) Opgave. Zie in m.b.v. (7.5) en (7.9) dat er bij iedere continue func- 
tie op een gegeven interval een convergent interpolatieschema be= 
staat, 


| (17,8) Stelling. Laat f(z) analytisch zijn op de schijf |z| = R,‚ R > 1d, 
| Het interpolatieschema met Kij * T3 (zie (9,4)) convergeert dan 
uniform op [-1,+1]. 

Bewijs. Met de integräáalformules van Cauchy tvont met aan 

Fakidd €31 & (n +1)! R 


| nt M, M = max fo), 8 = afstand van [ -1,+1] 

ô Izl=R 

| tot |z| = R, Uit de restterm volgt nu |R | el … Waseutt 
| 2ê 


vanwege Ô > 5 het beweerde volgt |. 


mt EE ii ind a El nnn inn nnn ank nnee EE 


(17,9) 


6 17.1. 


(17,10) 


(17,11) 


(17.12) 
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Opgave. Formuleer en bewijs een stelling als in (17.8) voor een wil- 
lekeurig interpolatieschema op {=1,+1] en pas deze stelling vervol- 
gens toe op de functie in (17,6). | 


Aanhangsel over divergente reeksen n.a.v. (17,6). Het is in de wis- 
kunde geen onbekend verschijnsel dat men voor een functie f een | 


oo 


| n 
reeksontwikkeling EL, vindt waarbij de restterm R_ z f -5 f, voor 
| 0 ‘ 0 
lage waarden van n een scherp dalende functie van n is, zodat de 


ontwikkeling keel geschikt is om f met een goede (zij het niet wil- 
lekeurig goede) precisie te bepalen, terwijl toch [R_| +. voor 
n > o, Het bekendste voorbeeld hiervan zijn de zgn. asymptotische 
reeksen, 
Beschouw bijv. de zgn. exponent iaal ntsgraan 

vt 


eilx) = Sr dt 


X 
Door partiële integretie krijgt men 








eilx) ze * [Andie +(-1)P Lin +R) ;, 
“ x° xr 
n+i a 
ROCO = (1) En +1)! lat 
Xx Tt | 
Als n + ® divergeert “2 reeks in (17.11) blijkbaar voor elke x #0. 


Voor niet te kleine waarden van x dalen de termen van de reeks eerst 
scherp (zodat men mogelijk zelfs zou denken met een convergente reeks 
van doen te hebben!), maar later stijgen ze scherp. Hetzelfde geldt 
voor Rt Men kan dit rechtstreeks uit (17,12) zien, of ook door op te 
merken dat R n41 en R, verschillend teken hebben, zodat uit 


R44 Ry, +Én. volgt [Rr +4! + [R_ | = |£ ‚ en dus [R_ | <|f 


n+1| n+1 
in woonden: R_ is hoogstens gelijk aan de eerst verwaarloosde term. 
Ondanks het divergente karakter van de reeks is hij dus voor 
niet te kleine waarden van x uitstekend geschikt om eilx) in goede 
precisie te berekenen: men sommeert slechts tot aan de kleinste 


term. 


En et 
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6 18, Enkele praktische opmerkingen over interpolatie tot besluit 


(18,1) Men mag niet hopen door interpolatie functiewaarden te vinden 
met meer goede cijfers dan de gegeven functiewaarden. 


(18,2) Het voortzetten van een differentietafel voorbij een kolom 
waarin elk systeem zoek ls, is doorgaans niet zinvol. Zo'n kolom 
pleegt nl. geheel uit de effecten van afrondfouten te bestaan. Kunt 
U overigens een geval bedenken waarin dit niet zo is? 


(18,3) Interpoleer bij voorkeur niet over een punt heen waar de functie 


of een afgeleide van orde < die van de restterm van het interpola= 
| tieproces onbegrensd is. 
(18,4) Een tabel abscissen en functiewaarden van een functie kan men 


even goed interpreteren als te behoren bij de inverse functie, De 
vraag welke x een gegeven functiewaarde oplevert, is dan ook niet an= 
ders dan de eerder gestelde interpolatieopgave., Men spreekt dan van 
inverse interpolatie. Deze is echter niet altijd zonder gevaar (zie 
(18.3)), omdat de inverse functie singulariteiten kan hebben waar de 
functie zelf ze niet heeft (bijv, f(x) =x® voor x=0). Een regula 

7 falsi oplossing is dan mogelijk verkieslijker. 

(18.5) Als men van een functie niets weet behalve voor een aantal pun= 
ten de functiewaarden, dan is elkginterpolatieproces (of welk nume= 
riek proces ook) zinloos. hen berust altijd op onderstel- 
lingen betreffende de functie. 
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| Hoofdstuk IV, Benaderde Integratie 


6 19. Inleiding. Het ligt voor de hand om voor de berekening van de inte- 

| graal [J flt)dt de integrand te benaderen met een polynoom, dat 
| a it Kn ad | à ë . e 
| men vervolgens exact kan integreren. Voor equidistante lineaire 
resp. kwadratische interpolatie van de maken verkrijgt men zo de 
bekende benaderingsformules 


(19.1) Hi Tecvat = Bee) + ECD) (trapeziumregel), 


Xe 


Xx | | | | 
(19,2) Í tE(Hdt zE) HUECK) + FCX) (Simpson's regel), 
Xo 
waarin xj =X0 +h en x, =Xg +2h. | | 
Het is duidelijk, dat Lagrangeinterpolatie op de punten XpseverX 


n 
een benaderingsformule zal opleveren van de gedaante 


b 
(19,3) f f(Hadt = : WIED ER 
a 1=0 


Zo'n formule heet een kwadratuurformule, de getallen X; heten de 

Î steunpunten en de getallen W, de gewichten, We zullen de zo ontstane | 
kwadratuurformules interpolatoir noemen ter onderscheiding van formu- 

les van de gedaante (19.3) die niet ontstaan zijn door integratie 

van het n=-graads Lagrangeinterpolatiepolynoom, zoals bijv. Riemann 

sommen , 


(19,4) Voor een interpolatoire kwadratuurformule kan men bij gegeven 
Xx; de gewichten in principe berekenen door de coëfficiënten Ls (zie 
cis. 1)) te integreren, ofwel door substitutie van weteninwertel werde 
machten van x in (19,3) n +1 lin, vgln. voor de gewichten op te stel- 
len, en dit stelsel vervolgens op te lossen. (Dit laatste blijkt bij 


werkelijk uitvoeren der berekeningen weinig nauwkeurige resultaten 
te geven.) 


(19,5) Opgave. Leidt de benaderingsformules (19,1) en (19.2) af. 

De formules (19. 1) en (19.2) zijn natuurlijk niet compleet zonder 
een uitdrukking voor de restterm., Men kan helaas niet zonder meer 
de restterm van Lagrangeinterpolatie integreren, omdat de hierin. 


(19.6) 
| 
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optredende E een onbekende functie van x is. Op het bepalen van deze 
resttermen komen we nog terug. 


(19.7) Opgave. Zij f € crt ab. Wanneer (19,3) interpolatoir is en alle 
Steunpunten liggen in [a.bl dan geldt voor de restterm R, in (19,3), 


(b za) $ 
Rl < e 
| „| (n x sup | f 





ND eyf, het sup genomen op [a,b]. 


(19,8) Opgave. Zij f € crt a, bl. Als (19.3) interpolatoir is en geen vän 
de punten Xi; in ee b) ligt, dan geldt 


(n+1) | 
a CS fi (t — Xo Ò ee (t =X, dt, Ë E (a,b). 


ú Cn +1)! à 


(19,9) Stelling. Laat de continue. functie f op [a,b] benaderd worden met 
een polynoom PE Ps zodat If - = Pd < es en laat de 
(niet noodzakelijk interpolatoire) kwadratuurformule (19,3) exact 
zijn voor dan” in Pe Dan geldt i: | Se kt (b = a) + RN ov: |D. 


Bewijs. [R_ | < 4 f(t) - hide ie P‚(t)dt » Ew, iP xj) + 


[Ew;p (xj) — Ew;fCx)| 


< (Db - ade, + 0 p + 


(19,10) Opgave. Ga na dat het gelijkteken dan en slechts dan gelet als 
f =p 
Kk. 


| (19.11) Opgave. Zij fe ck, 5, b]. Voor een kwadratuurformule als in 
(19.9) met positieve gewichten geldt 


Ir |< ir èn max +0) | é 


Het gelijkteken geldt slechts als het rechterlid 0 is. 
Aanw.: neem voor Pi de BB, 


(is. 12) Opgave,’ de (19,11) maakt een aanmerkelijke verscherping van 
(19,7) mogelijk, 


me re 


(19,13) 


(19,14) 


(19.15) 


(19.16) 


(20.3) 


(20.4) 


(20.5) 
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We duidden al aan dat men ook (n+1)=punts kwadratuurformules 
kan krijgen anders dan door integratie van het n=de graads Lagrange=- 
interpolatiepolynoom. Een bekende manier is het integratieinterval 


in (niet noodzakelijk even lange) stukken te verdelen en op elk daar- 


van dezelfde interpolatoire kwadratuurformule (uiteraard aangepast 
aan de lengte van het betreffende stuk) toe te passen. De verkregen 


kwadratuurformule noemt men dan repeterend, 


Voorbeeld van-een repeterende formule gebrúikmakend van (19,1): 
b 
” 1 ] 
| F(x)dx = h(EF, +f, + ore +Ê rg +EÊ) +R 


b=-a 





met h = en on z fla +kh). 


Opgave. Toon aan, door een geschikte f te beschouwen, dat de repe= 
terende formule in (19.14) niet interpolatoir is. 


Opmerking. Een Riemann som kan men beschouwen als een repeterende 
formule gebaseerd op de kwadratuurformule verkregen door integratie 
van het "0° graads Lagrangeinterpolatiepolynoom". 


Kwadratuurschema's | | 


Een rij kwadratuurformules: 


b n 
N f(t)dt = E. inf in) +R, n - Odass 


noemt men een kwadratuurschema. Het is toegestaan dat niet alle 
waarden van n voorkomen. 


Een interpolatieschema (zie (17.1)) geeft aanleiding tot een 
kwadratuurschema en men noemt dit laatste dan interpolatoir. 


Als alle formules (20.2) repeterend zijn, en alle gebaseerd 
op dezelfde kwadratuurformule (zie (19.13)), dan noemen we het 
kwadratuurschema repeterend. 


Als men integralen benadert met de rij benaderingen die men 
krijgt door in het recht erlid van (20.2) de term R_ weg te laten 
komt dit er op neer dat men het op de ruimte C[a, b] lineaire func- 
tionaal 


d 


(20.6) 


(20.7) 


(20.8) 


(20.9) 


(20.10) 


020445 


(20.12) 


(20.13) 


(20.14) 
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b | 4 
I:f» f f(t)dt benadert met de rij discrete lineaire functio- 
a | | 


nalen 


I' 


a | 
Et f » En Winflxin) se Me Olson 


A8 
Merk op dat R_ eveneens een lineair functionaal is. Als we in C de 
supnorm gebruiken, dan geldt voor de geassocieerde normen 


b 
HIN, = sup | f f(Hadt| =b-a, 
If|<1 a 
Wen | el 2 OE lwel 
= su 5 w. f(x. = ZE W. ò 
__ Nn El <1 i=0 an Jn 1=0 An 


Van een kwadratuurschema wenst men natuurlijk, dat Inf) > I(f) 
voor n + oo, f € C[a,bl. We spreken dan van een convergent kwadra- 
tuurschema. 


Stelling. (Banach). Zij X een genormeerde lin. ruimte, X' een overal 
dichte deelverzameling van X. Zij (L_} een rij lineaire functiona- 
len op X, waarvan de normen uniform begrensd zijn. Zij L een lin. 
functionaal op X en zij lim L_x = Lx voor alle xe X'. Dan geldt 


lim LX = Lx voor alle Xx EX, 
n 
Ee En | tt … ' ee 
Bewijs. Beschouw Lx Loix = Llxex!) +Lx Ljx +L (x' -x), Il 


Stelling. Een kwadratuurschema (20,2) is convergent op Cla,bl als 
8 | 

a. 5 Lw [SM. 
deo SE 

b. het schema convergent is voor polynomia. 


Bewijs. Direct gevolg van (20,10), omdat polynomia dicht liggen in 
Cla,bì. | 


Opmerking. De voorwaarden a en b zijn ook nodig voor convergentie. 
Zie voor een bewijs b.v. Krylov p. 264 e.v, 


Opgave. Bewijs stelling (20.40) m.b.v. (19,95. 


Opmerking, De cis a impliceert ook numerieke stabiliteit van het 
EDE enen 33 mmm en } 
schema: als de waarden van f met een fout < € worden opgeleverd is 


de fout die hierdoor in de integraal ontstaat hoogstens Me. 


Ee oe NRE TEE En RP Tel WE ERE 


(20,15) 


(20,16) 


TA72-59 


Opmerking. Voor een interpolatoir kwadratuurschema is aan voorwaarde 
b trivialerwijze voldaan. Als dan ook nog de gewichten niet=nega= 
tief zijn (dit is bij een belangrijke klasse kwadratuurschema's in= 
eega ket geval) is aan voorwaarde a voldaan wegens 


AM z= b=-a. 


i 
Opgave. Ga ne det voor een repeterend kwadratuurschema voorwaarde 
a zonder meer vervuld is. Ga na dat eis b vervuld is als de lengten 


der stukken waarin het integratieinterval verdeeld wordt (zie (19,13)) 


naar 0 gaan, en voor de formule (19,3) waarop het schema gebaseerd 


(20,17) 


LA : 
N ps ENE AJ ) 


(20,19) 


(20,20) 


is, geldt Lu, = b -a. Men kan bewijzen dat deze voorwaarden ook 
noodzakelijk zijn. 


De in (20.11) bewezen convergentie kan niet uniform zijn op C[la,b]. 
Bij icdere In bezien we f slechts in een eindig aantal punten en 
voor iedere n en iedere e > 0 is er dus een f € C[a,b] zodat 

HEN = 1, Inf) = 0 en I(f) > b=-a-es » WI - INN, > b=-a voor 
alle n, 


Stelling. De in (20,11) genoemde convergentie is uniform op een 
equicontinue deelverzameling van C[a,b] wanneer alle kwadratuurfor=- 
mules van het schema exact zijn voor constante functies, 


Definitie, Een deelverzameling V C C[a,b] heet equicontinu op 


[a,b] als is er bij elke € > 0 een Ô > 0 bestaat zodat voor elke 
Xx,sX, E la,‚bl met 1x, a | < Ô geldt dat EC) =£CX)| < € 
voor elke f € V (als V uit slechts één element bestaat staat hier 
gewoon dat f uniform continu is op [a,bl5 het bijzondere als V uit 
meerdere elementen bestaat, is dat bij gegeven e 8 niet van f af- 


hangt). 


Bewijsschets van (20,18). Het bewijs wordt geleverd door op grond 
van Dieudonné (7.5.7) te constateren dat V indien afgesloten (geen 
beperking) en begrensd (wel een beperking, waarvan we ons evenwel 
zullen bevrijden) compact is. Vervolgens levert Dieudonné (7,5,6) 
(wegens RM S M, zie (20.9) en (20.11)) dat de rij {In } op V unif, 
ebnveneenn. Van de eis van begrensdheid van V bevrijdt men zich 


(20,21) 


(20.22) 


8 21. 
(21,1) 


Bee 
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vervolgens door op te merken dat wegens de equicontinuïteit voor 
elke f E V geldt dat f -f(a) in een vaste begrensde deelverzameling 
van V ligt, en dat de rij GE op de verzameling bestaande uit alle 
constante functies uniform convergeert, want constant is op elk 


element ervan. Ĳ 


Een dmesg en voor equicontinuïteit van een deelverzame- 
ling V van c{ Jia, b} is dat |f'|l < M voor alle f € V, Hieruit 
volgt nl. keen „=f(y)l S [x-ylM. 

Voor een dergelijke verzameling V geldt dus kennelijk wèl dat | 
UI -IN, klein wordt, zodat hierop een uniforme schatting van de 


rest mogelijk is. Algemener: 


Stelling, Zij V C cr ap en zij FAM < M voor alle f € V‚, 

Laten voorts de kwadratuurformules van het schema althans vanaf ze- _ 
ker rangnummer exact zijn voor P__4° Dan convergeert het kwadratuur | 
schema uniform op V. 


Bewijs. Voor de verzameling V' bestaande uit die functies van V 


gln-D) 5) 


waarvoor f(a) z f'(a) = ..…. = = 0 is de bewering waar, 


want fE€E V'=e |f!(x)| alte M, en nu is (20,21) toepasbaar, 


Voor de hele verzameling V volgt de bewering nu uit de opmerking 


waa oe en 
$ 


dat elke functie uit V hoogstens een (n -1)-ste graads veelterm 
verschilt met een functie uit V', Il 


De restterm 


Voor een kwadratuurformule, die polynomia in Pb exact integreert 
kunnen we een representatie voor de restterm el. die vaak zeer 
bruikbare schattingen oplevert, 


Stelling, (Peano). Laat L een lineair iunetionaaì zijn op Cl u.bl, 
met L(p) = 6 voor p € Pt: Dan geldt voor f € clan, 


b 
Í £M*D ektat, met 


L(f) = 
a 
_ 1 n (x= t)f | > 
K(t) =- Ll (x-t „+jn …„ (Xx voor Xx 2 t 
par xl xr, Cx Eon D 0 voor x <t „ 


N.B, De notatie L, duidt op de variabele, waarop het lineair func- 
tionaal betrekking heeft. K heet de Peanokern van het functio- 
naal L. | 


an A OP PE OM 


(218) 


5 21.1. 


(21.4) 


(21.5) 
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Bewijs. Volgens Taylor geldt 


| | | mn ) 
f(x) = fla) + (x-a)f!(a) +. + Twas a)” 


+ zr PED ear dt , 


a 
Toepassing sr L op beide zijden van de Taylor formule geeft 
L(E) = En L f DEED eye — -0) dt (wegens L(p) = 0, p € P_) 
Ë Ad a 
b 
nk: (n+1) a 
ar J f COL, Cx t), dt | ’ 


Opmerking. We hebben aangenomen dat verwisselingen van f en L in de 
laatste regel van (21.2) toelaatbaar is. Dit is inderdaad het geval. 
We zullen de stelling slechts toepassen voor het lineair functionaal 
R, uit (19.3), waarvan men Bene rechtstreeks nagaat dat deze 


veelen mag. 
Toepassingen. Als nu K(t) op [a,b] niet van teken wisselt, geldt 
b 
L(f) = MD py f Kltdt, Ee (a,b), wegens de tweede middelwaarde- 
a 


stelling der integraalrekening. Omdat K(t) onafhankelijk is van de 
functie f, kan men de constante factor van g{n+1) vinden door sub- 





stitutie van x?*!, pit geeft 
(n+1) 
Nn: (8) n+1 
L(f) = Cn ri)! L(x ) as<Es<b . 


Bij praktische toepassingen dient men dus eerst de tekenvastheid te 
verifiëren, waarna men met (21.4) de restterm nh 


Voor de trapeziunregel (19.1) passen we (21. 2) toe voor n =1. We 
vinden 


2 XX | | 

KO =| Dd +, + Dl ekx -Hx) =d), 
X | | | | 

en dus niet-:positief op Exgsxjl, *R e= - vie RILLEN, 


Opgave. Leidt de restterm van de trapeziumregel af door Alsete in= 
tegratie van de restterm van het Lagrangepolynoom. 
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(21.7) Voor de regel van Simpson (19.2) kan men (21.2) toepassen met n =3, 
| omdat polynomia uit P, nog exact geïntegreerd worden. Voor het gera' 
nemen we | 


Ko ==1, X} 2 0, X, 241, * K(E) zel tt +1), OCT <1 


-55U +t)°( = 3t +1), -1Sts<G. 
Dus K(t) < 0 op [-1,+1] en L(£) zapt). 


(21.8) Opgave. Leidt de restterm af voor de zg. midpointregel 


X, Xj + Xe | 
f f(tdt = Cx, -X)fl—) +R, voor f EC CAx ‚xl. 
Xe | 


(21.9) Opgave. Als een kwadratuurformule op [a,b] een tekenvaste Peanokern 
heeft, dan hebben de hierop gebaseerde repeterende formules op [a,b] 
ook een tekenvaste Peanokern. Toon dit aan. 


(21.10) Opgave. Verifieer de volgende repeterende kwadratuurformules. 
| flt)dt = h(FFfCa) +fla th) +... + Ffla+(n-1)h) + HF(D)) - 


a 
5 5D = a)h?f'(E) , als b = a +nh 
b k | 
[ fat = z(fla) + bfla +h) +2f(la+2h) +... + bfla + (2n -1)h) + 
a 


+ ED) - TErlb-am'sl dE , a<E<b, 
als bza+2nh 


5 21.2. Schattingen voor de restterm bij analytische integranden 


(21.11) De in resttermen optredende hogere afgeleiden zijn vaak zeer moeilijk 
te schatten. | | | 
Voor analytische integranden kan men de restterm schatten m.b.v. de 
functiewaarden zelf. Een grove methode is het schatten van de hogere 
afgeleiden met Cauchy als f(z) analytisch is op de schijf |z| < R. 
Dan geldt nl. 


- RM 
Ene ee 


; = max |f(z)|, R> 1. 


zi=R 


en: 


EE ME Oe MEE NE OT bin: 


(21.13) 


(21.14) 


(21.15) 


(21.16) 


(21.17) 


(21.18) 


(21.19) 
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Opgave. Schat m.b.v. (21.12) de fout die men maakt als men met de 
+1 EE | | | 
regel van Simpson Í et at benadert. Kies een R, waarvoor de 


schatting minimaal is en vergelijk met de ware fout. 


Beschouw de functies f,‚ die analytisch zijn op de schijf |z| <R. 
Deze vormen een lineaire ruimte, en hierop is | 
(f‚g) = ff flz)gElzlds z = Re?® r 

D 0 


een inproduct. 
We bezien kwadratuurformules (19.3) met a== 1, b=+t 1 en kiezen 


R > 1. Het lineaire functionaal R_ noemen we nu L_ om verwarring met 


de straal R te voorkomen. We zullen [L_C£) | schatten met de ongelijk- 


heid van Cauchy-Schwarz. De representatiestelling van Cauchy geeft 


(weer met z =Re*®) 
FGO) = zen flmaz , 1 gen f(z)ds … 
271 |z| =R z=X 27 0 EE 


(B) =d a Gsf) 
k di 0 N 1-x2°' 


(N.B. L, opereert met betrekking tot de variabele x). Met Cauchy- 
Schwarz vinden we | | 
il 27 il 2 
LCD] Ss — [ IL)? ds e f_ |flz)[?as . 
um? 0 1 =-xz | 0 
Merk op, dat we hier een schatting voor [LD] hebben van de ge- 
daante 


[L_CS)| S olfl, waarin Jg onafhankelijk is van f. 


De norm Ifll, geïnduceerd door (21.15) kan men schatten met 


WEI S /2m max |f(z)|. 
_|zl=R | 


De constante Jg, die afhangt van R en de gebruikte kwadratuurformules 
kan men tabuleren. Voor het berekenen van og merken we het volgende 


Op. 5 
27 


| | 27 
ot flater | Dtp ds = 
bn? 0 OO t=-X2 ur? 0 © 1 -xz 1 -Xxz 
2m oo . . OO mmm 
sd Of EL (xd t LGxd)z Jas . 
um? 0 i=0 j=0 


es EE nee 


TA72-64 


Nu vormen de machten van z een orthogonaal stelsel t.a.v. het inoro- 
duet (21.15), 


| 27 be em 1 E E . a 
(21.20) f z *z°J ds = 0 voor ij, = 2TR (i+j) voor Ì=j. Ga dit na. 
| 0 


co à 

2 … ze _Ì 112 

(21.21) 07 = 5 2 IR“ LG). 

d 2=0 

Men hoeft dan slechts de restterm voor machten van x te kennen. Als 
de kwadratuurformule exact is voor polynomia uit P verdwijnen in 


(21.21) de termen t/m i=k. 
(21,22) Voorbeeld. We berekenen o voor de regel van Simpson (19.2). 


A +1 - n : 
L(xi) = f xtdx- EDE 05) z 0 voor i oneven, 





is s 2_ 2 voor Ì even, i > 0 
" S_1+1 3 ’ 8 
2 -yi 2 _2F 
» g° = DT ‚2 R (TTT 5) en dus 
1=2 
2 1 _8 , U 2 4 10 2 6 10 4 


ĳ Res U 


B ed 
15/27 15/21 ji -20 
UIR“ 


zodat bijv. voor R > 2 geldt a * 0.1R". 








(21.23) Opgave. Geef m.b.v. (21.22) een foutschatting voor de restterm van 
| +1 | 
Simpson's benadering voor Í etat. Kies R zodanig, dat de schatting 


(21.17) minimaal is. 


(21.24) Opgave. Leidt een formule voor o? als in (21.22) af voor de trapezium- 
| regel. 


(21.25) Opmerking. De in deze paragraaf gegeven theorie gaat natuurlijk niet 
| meer op voor integranden, die singulariteiten hebben in |z| < 1. Men 
kan voor. deze gevallen de theorie uitbreiden, door ellipsen als con- 
touren te nemen. We gaan hier niet verder op in. 





d 
| 
, 


be aah Eerd 


(22.2) 


(22.3) 


(22.4) 


220) 
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Gauss=-kwadratuur 


De kwadratuurformule (19.3) bevat 2n +2 vrij te kiezen parameters. 
Dit suggereert de mogelijkheid om deze parameters zó te kiezen, dat 
polynomia uit P n41 nog exact geïntegreerd worden. Op grond van 
(19.9) is dit een wenselijke situatie, omdat men bij verhoging van de 
graad der polynomia die nog exact geïntegreerd worden een kleinere « 
kan verwachten. Anderzijds zou het natuurlijk kunnen gebeuren dat 
dergelijke formules door een hoge waarde van Elw,l dit effect weer 
te niet doen. 


We onderzoeken een en ander voor de wat algemenere kwadratuur- 
formule | 


b n | 
| w(t)f(t)dt = BR bin: & s R_ 


waarin de gewichtsfunctie w > 0 en continu op (a,b). — 
(N.B. de w; stellen niet de waarden van de weegfunctie w in de pun- 
ten X, voor). | | 

Op het eerste gezicht lijkt het misschien wat eigenaardig de in- 
tegrand te schrijven als product van twee functies, f en w‚, aangezien 
deze splitsing nogal arbitrair is. Toch heeft dit praktisch belang, 
bijvoorbeeld in die gevallen dat de integrand slecht door polynomia | 


te benaderen is, zoals bijv. dx. Men kan dan moeilijk ver- 


f“cosx) 
„-Ì /1-x2 
wachten dat een kwadratuurformule, die erop is afgericht polynomia 

exact te integreren, erg goede uitkomsten zal geven. Anderzijds, wan=- 


neer men nu w(x) = eenn neemt en de in (22.3) vervatte kwadra- 
/1 -x? 


tuurformule is exact voor polynomia f van zodanig hoge graad dat deze 


cos(x) goed approximeren op [-1,+1], dan mag men verwachten dat de 
formule goede uitkomsten geeft voor de integraal in kwestie. 
Een parallel van (19,9) is 


n b | 
Als Bet in z= f wltd(t)dt voor d E P en voor een zekere 
iz a ù 


PSP, geldt If -pill, Se, dan is 


an | 
e, WOE) F(t) dt Bee hie < ext wid dt +Ew, |}. 


(22.6) 


227) 


(22.8) 


(22.9) 


(22.10) 


(22.11) 
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Stelling. De kwadratuurformule (22.3), indien verkregen door f te 
interpoleren op de nulpunten van het orthogonale polynoom P+1 beho=- 
Pend bij w en [a,b], is exact voor f € Ponti 


Opmerking. Pj+1 heeft volgens (8.21) n +1 enkelvoudige reële nulpun- 

ten X; in (a,b). | | | 

Bewijs. Als f € Pona1” dan kan f geschreven worden als 
b 


Bt Ee 
É = q°p_44 +, qor € P_ > f wlDEf(Hdt = Í wlor(tddt wegens or- 
a a 
thogonaliteit van P+ en q (8.14). Wegens r € B wordt het rechter- 


lid van de laatste vgl. exact geïntegreerd door (22.3) en het be- 
weerde volgt door op te merken dat fx) = r(x;), i=0s...‚n Ul. 


Opgave. Orthogonaliteit van P_+4 is ook nodig, opdat fe p 
exact geïntegreerd wordt met (22.3). Toon dit aan. 


Opmerkingen 


Dit soort interpolatoire kwadratuur op nulpunten van orthogonale po- 
lynomia heet Gauss-kwadratuur., | | 
see wadratuur | 


2n+1 


Geen enkele keuze van Xx, en w‚; in (22.3) kan bewerkstelligen dat | 
(22.3) alle polynomia uit Po N > 2n +1 exact integreert. Dit kan | 
men inzien m.b.v. Tx -x)? Ee Pn+2: Dus onder alle n +1 punts kwa- 
dratuurformules (ook niet-interpolatoire) is Gauss-kwadratuur exact 
voor P met maximale k. 


De gewichten W; bij Gauss-kwadratuur zijn positief. Men kan nl. een 
hoogstens n-de graads veelterm bedenken, die op êén bepaalde Xx; niet 
nul is en op alle andere X; WÊl nul is; daarvoor geldt dan 


b 
w‚fl Cx) = f WOE (tat > 0, Hieruit volgt met (20.11) en (20.15) 
a 


dat een Gauss-kwadratuurschema convergent is voor continue É, 


Hiermee treedt de uitzonderlijke kwaliteit van Gauss=-kwadratuur dui- 
delijk voor het voetlicht. Niet alleen wordt in (22.5) € ZO klein 
mogelijk doordat van alle n +1 punts kwadratuurformules Gauss-kwadra- 
tuur een zo hoog mogelijke k toestaat ((22,9)); maar bovendien 1e- 
vert Gauss-kwadratuvr onder alle kwadratuurformules die constante 


(22,12) 


(22,13) 


(22.14) 


(22.15) 


(22.16) 
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functies exact integreren (een bescheiden eis!) de minimale EJw, | 
b 


wegens Ew, = /f w(t)dt en w; > 0. Dientengevolge is onder alle 
à 
n +1 punts formules het rechterlid in (22.5) minimaal voor Gauss- 


kwadratuur. | 


Tevens is wegens Elw,| minimaal de numerieke stabiliteit maxi- 
maal (vgl. (20.14)). | 


Met behulp van (16.8) ziet men nog dat | 


[Rl Suche) Tt maxlf | f cvatr 
E 


4 (2n +2)! 





Overigens kunnen we een exacte voorstelling voor de restterm R. ge= 

makkelijk vinden. Volgens stelling (15.4) kan op de punten 

Xpseee,X, Een interpolatiepolynoom Hon+j Yan f geconstrueerd worden 
pn t _ ' 1 

met f(x) z Hone) E Cx) = Hon+1 Ci) Dit polynoom, waarvan de 


gedaante ons niet interesseert, wordt volgens (22.6) exact geïnte 
greerd en de restterm wordt dus 
[ wl) COR EZ) KEE va (Et -x_)fdt. Wegens tekenvastheid van 





àl (2n+2) | | 

de factor van f kan dit geschreven worden als | | 

Adam f wieiubestae Tt) = (t -x,) (t-x ), EE (a,b) | 
(2n +2)! ki el n ae 


De integraal is hier het kwadraat van de norm van het orthogonale po=- 
lynoom Pn+j? Waarvan de leidende coëfficiënt 1 is. 


Opgave. Voor hetmeest gebruikte geval w(x) = 1, az-1, b=+1 


(Gauss-Legendre kwadratuur) wordt de restterm 


2n+3 tIü De 
2 Cn +1)!) gC2n+2) ey ‚ =1 < E < +1. Toon dit aan. 


(2n +3)((2n +2)!)? 


Ga ook m.b.v, Stirling's formule na dat deze restterm voor grote n 
, (2n+2) | 
ongeveer NE Garni is, hetgeen slechts 2 maal zo klein is als 


de uitdrukking in (22.13). 


(22.17) Opgave. Als een kwadratuurformule voor het interval [a,b} een vres+- 


term Kee), a < & < b heeft, dan heeft deze kwadratuurformule, 


(22.18) 


(22.19) 


(22.20) 


, 


(22.21) 


(22.22) 


n 


C29, 05) 
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En d-c,nt1(n) 
aangepast aan het interval (c‚d] de restterm Klp—) f 


ce < j < d. Toon dit aan. 


(n), 


Opgave. Vergelijk de resttermen van Simpson's regel en Gauss-Legendre 


kwadratuur in twee en drie steunpunten voor de integraal 
+2 | +} | 
[ etat. Evenzo voor f etdt. Zie in dat repeterende kwadratuur- 


-2 -} | 
formules gebaseerd op Simpson's regel ongeveer evenveel rekenwerk met 


zich brengen als de even vaak gerepeteerde Gauss-Legendre formule 


met 2 punten. 


Opgave. Hoe is het convergentiekarakter van een repeterend kwadratuur- 
schema met n-punts Gauss-Legendre kwadratuur voor een integrand f, 
waarvoor jel2D)| < M op het beschouwde interval? 


Opgave. Ga het convergentiekarakter na van een Gauss-Legendre kwa- 
dratuurschema op [=1.1] voor integranden, die analytisch zijn op een 
schijf |z| < R,‚, R > 1. Aanw. (21.12) en Stirlings formule voor 


faculteiten. 


Opgave. Laat m.b.v. (22.19) en (22.20) zien, dat voor integranden, | 
die analytisch zijn op |z| < R, R > 1 op den duur een repeterend | 
Gauss-Legendre-schema op [-1,1] langzamer convergeert dan een Gauss- — 


Legendre=scherna. 


De gegeven theorie van Gauss kwadratuur gaat zonder meer door voor 
weegfuncties die onbegrensd en > 0 zijn op (a,b) en niet = 0 zijn 
es deelinterval en waarvoor 


| w(t)dt bestaat, zoals men gemakkelijk nagaat 


Opgave. Voor w(x) 2 (1 -x2)7Ë, a ==1;, b=+1 (Gauss-Chebychev kwa- 
dratuur) wordt de restterm 


mi (2n+2) 
eg f (E), -1 < E < +1. Toon dit ‘aan, Vergelijk dit 


ook met (22.16) en met (22,13). 





| 


ei ieden Ke 
ok Sn Me EE TEE Ee OO 


(22,24) Opgave. Ga na, dat de in (11.4) verkregen uitdrukkingen voor de « 


(22.25) 


(22.26) 


(22.27) 


(22.28) 
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k 
van een FC n reeks van f juist de met n-punts Gauss-Chebychev-kwadra- 


tuur venen benaderingen zijn voor de integralen waarmee de coëf- 
ficiënten a, van de FC- "reeks van f gedef. zijn. 


Opgave. Laat zien, dat de gewichten van een n-punts Gauss-Chebychev 
formule gegeven HORSE OSOP, Wi = 5, iz 0,...‚n-1. Aanw.: (22.24), 


Opgave. Welke orde moet een Gauss-Chebychev kwadratuurformule hebben 
om de coêfficiënt Go van de FC-ontwikkeling van et op [-1,+1] te 
benaderen met een fout < 1077 


Oneindige integratieintervallen kan men op soortgelijke wijze door 
geschikte keuze van een weegfunctie w de vn waarbij men dan nog de 


eis moet stellen dat de momenten Me 5 fwt)t* dt, k=0, Isen 5 be- 
staan. 

Bekend zijn Gauss-Laguerre kwadratuur (a=0, b=+ @, wlx) ze *) en 
Gauss-Eermite kwadratuur (a =- ov, Dz=t eo, wlx) = 0%). 


Voor deze beide kwadratuurformules kan men aantonen, dat de bijbeho- 
rende kwadratuurschema's convergent zijn voor functies f, die voor 
XxX» Ox) Zijn voor zekere m < ©. 


Als bijproduct van (22.6) en (22.10) hebben we nog de volgende merk- 
waardige eigenschap. Voor een stelsel orthogonale polynomia {p‚ Ba 
han Ne wen [a,bl geldt ook een discrete erthegondliteitsres 


latie £ w. iPk 5 JP. Cx, ) = 0, km, km Sn (zelfs k+m&S 2n +1), 
1=0 
waarin X; de wortels van p n+1j en W En hierbij behorende gewichten 


voor Gauss- neleke zijn. Dit ziet men in door 
f wt) D, (E)p_ Ct) met (22.3) te integreren. (We zagen reeds een voor- 


a 
beeld van zo'n discrete orthogonaliteitsrelatie in (11.1).) 


Convergentiesnelheid van kwadratuurschema' s voor integranden, waar- 


van niet alle afgeleiden bestaan 


We gaan de convergentiesnelheid na van convergente kwadratuurschema's 


hb hes 5 
voor ["FCt)dt, waarin f € chr a,n, & cEk+D nj. 


a 


(23.1) 


(23,2) 


(23,3) 


(23.4) 


(23.5) 


(23,6) 


HEEN) 


(23.8) 
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Repeterende schema's. Als een kwadratuurformule voor f op [a,b] een 
restterm EN n € (a,b), m S k heeft, dan heeft de eenmaal ge- 
wnd kwadratuurformvle een restterm C‚ vi ie de (ni), n, E (a,b), 
de 2" maal gerepeteeprde formule (dus neben met n succes= 


sieve halveringen van het interval) een restterm en? kie £ CD n ni 
n, € (a,b). 


Niet repeterende, interpolatoire schema's. We gebruiken zonder be= 


wijs de volgende stelling van Jackson. 


stelling. Als f € CL -1,+1], dan geldt voor de BB in de supnorm 
Pr E En van f op [-1,+1], n= k, 


( 5 max sk) 


If -pll < 
Pn eo (n ti)n(n=-1) ...(n-k+2) 


Met stelling (19.9) ziet men nu in, dat het iben henna van 
een egen. interpolatoir kwadratuurschema On 6 is voor. 
fecfa,dl, fe ch*tra,nt. 


Merk op dat voor m=k de foutgrenzen in (23.1) en (23.4) van dezelfde 


orde zijn wanneer men bij beide soorten schema's steeds formules met 
gelijk aantal punten met elkaar vergelijkt. 


Opmerking. Als de integrand een echte singulariteit bevat dient men 
deze eerst te verwijderen. Dat kan door de singulariteit op te nemen 
in een weegfunctie, vgl. (22.22). Andere mogelijkheden zijn substi- 
tutie, partiële integratie, afsplitsing van een stukje interval rond 
de singulariteit waarop men de integraal al dan niet door reeksont- 
wikkeling afschat e.d. Voor aneindige intervallen geldt hetzelfde. 
Dit verwijderen van singulariteiten is, zoals (23.3) doet verwachten, 
ook nuttig als de singulariteit in een afgeleide zit. 


Opgave, Als t SC Ee 1,+1]l, vind dan een substitutie die 
+1 FCUT (Ct) 








-1 EES 
Opgave. En groot moet e zijn voor de integrand f(x) z ei 
X 


opdat 1 f(t)dt < 6 ? 


(23,9) Opgave. Vind een substitutie, die voor f € chr o,a, k eindig, 


Í f()logltddt omzet in een integraal met integrand e chr oan. 
0 5 


dt omzet in een integraal met integrand € CL -1,+11. 


} 


ENE Oh AN OMG EE EN EEP OE rl, 
1 
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(23.10) Opgave. Breng m.b.v. partiële integratie de integrand van 


(24,1) 


(24,2) 


(24.3) 


(24,4) 


(24.5) 


(24,6) 


1 cos(t) 


dt in c°f0,1). 
0 /t 


Automatische integratie 


Onder automatische integratie verstaat men het voortbrengen m.b.v. 
een convergent kwadratuurschema van een rij benaderingen IE), welk 
proces automatisch stopt als de benadering goed genoeg is. “Merk Op; 
dat een stoperiterium als |2(E) -Ih44(£)| < € niet garandeert, dat 
Inf) dicht bij de ware waarde I(f£) ligt. Als men echter een repe- 
terend kwadratuurschema gebruikt kan men een uitspraak doen over het 
convergentiekarakter van het proces (zie (23.1)). Immers, zij 
n 


t aas 
IGCf) = ” w; flx‚) 
een der te weleer voor het interval [ -1,1] zodanig dat voor 
f € c{ kr 1,1) geldt I(f) = INE) +afk hd ), waarin 
1 


ICF) = ff fG)dx. Als we het interval [-1,1] m maal successief hal- 


veren en op elk der delen de kwadratuurformule Es toepassen, aange- 
past aan deze deelintervallen, dan krijgen we de gerepeteerde kwa- 
dratuurformule In) waarvoor geldt 


ICE) = AED En a 


waaruit het convergentiekarakter blijkt. 


Men ontmoet nu nogal eens de volgende redenering: 
Stel dat ge) weinig varieert op [-1,1]. Dan geldt bij benadering 
_ riter — arok _arn-k(mt1d,(k) 
NED, If) = al? 1)2 f 


en onder dezelfde aanname geldt dus 


ER OE A NE a 


m+ 1 mt 1 
Aangezien het rechterlid slechts bekende waarden bevat, heeft men 
hiermee eenmiddel in de hand om te zien of de waarde van an „(£) 
al goed genoeg is; stel dat men een tolerantie e toelaat Bie de 


waarde der te berekenen Ee, dan stopt men het halveringspro- 
ces zodra ee 5 
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À k_. | Ees 

| ' EN: dl, „-1) | ° 
(24,7) Esa CED ID /(2 -1) <e (stopcriterium) 

Zolang aan dit criterium niet voldaan is, gaat men verder met halve- 


ren. 


(k) 


weinig varieert 
Ck) 


Het is echter duidelijk dat de aanname dat f 
over het hele integratieinterval nogal kras is. Doergaans zal f 
ettelijke malen van teken wisselen, en dan lijkt dit stopcriterium 
wel zeer dubieus. 

Een betere redenering toont echter aan dat het nogal meevalt. 
In plaats van (24.2) geldt immers het scherpere resultaat 


jm 
b | 





(24,8) EE) = In 
iz1 
i=1 _ di 
Et mi S Sim ST 1 tm 
zake 2 om 
(ga na), waaruit men ziet, door pim 5 te beschouwen als Riemann 
1 1 

som voor Á £C) (ax, dat 

_Ì 

(24.9) 0) - ie 2m ged) eea 


Ck) en m zo zijn dat Riemann sommen, behorende bij 


Wanneer dus maar f 
een verdeling in 2" gelijke dgelintervallen, in relatieve zin een 


redelijke benadering voor ff £ 00) ax opleveren (een fout van 20% 


mag daarbij nauwelijks deren), dan levert het:stopcriterium een be- 
hoorlijk antwoord. Het stopcriterium is echter blijkbaar niet goed. 
als glk-D (1) z geler), „-1). | 


j 
Ì 


24,10) Inmiddels is het halveringsprocédé niet alleen niet erg be- 
__trouwbaar, maar doorgaans niet erg efficiënt als de integrand zich 

in verschillende stukken van het integratieinterval erg verschillend 
gedraagt, bijvoorbeeld ergens een piek heeft en verder rustig ver- 

| loopt. Men moet dan immers hopen dat de onderverdeling van het in- 

| tegratieinterval zo fijn is dat de piek nog netjes geïntegreerd 

wordt; maar op de rest van het interval is de verdeling dan veel 

fijner dan nodig is. | 


24,11) Integratie met glijdende stap 


Betere efficiency geven de nu te beschrijven glijdende stap- 
methoden. Het idee hiervan is het volgende. Zij voor de integraal 


(24.12) 


(24.13) 


5 / 


. (24,14) 





(24,15) 
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weer een tolerantie € toegestaan. Laten we de kwadratuurformule 
(24.2), aangepast aan een interval [a,b], aanduiden met I,(a,b,f) 
en zij Ij(a,b,f) = I/(a;, 2E, ) + IED, f) de Re gere= 


peteerde formule. 
Kijk nu eerst of 


AER Cds Lf) e= Tile, 1,6) 1-1) <e 








(vgl. 24.7). Zo nee, verdeel dan het interval in twee helften, ver- 
geet de rechterhelft voorlopig, en herhaal het proces met ‚de linker- 
helft van het integratieinterval, echter met tolerantie E€e/2, dus 
kijk of 

II!(-1,0,6) - IN(-1,0,0)| /(25 -1) < e/2 


Is ook hieraan niet voldaan, herhaal dan het proces op de linker- 
helft van dit interval met tolerantie e/4. Ga net zo lang door tot 
voor een linkerhelft wêl voldaan is aan het gestelde criterium (ga 
na dat dit bij exact rekenen voor f € c@ zeker eens gebeurt). Dan 
is over dat interval de integraal genoegzaam nauwkeurig bekend, en 
gaat men verder met een der inmiddels ontstane rechter intervallen, 
daarvoor de tolerantie e‚/2 ter beschikking stellend als £ de lengte 
van zo'n interval is. Oe 

Voor een computer programma dat langs deze lijnen werkt zie 
men bijvoorbeeld de MC procedure QAD. 


Het is duidelijk dat ook nu weer ons proces gebaseerd is op de 
aanname van weinig verandende sl) nu zelfs voor elk der interval- 
len waarmee we te maken hebben, en ook nu weer zal daaraan voor 
vele functies niet voldaan zijn. 

Inmiddels is voor de gebruikelijke kwadratuurformules de aan- 
name der weinig veranderende se) te vervangen door een wezenlijk. 
zwakkere. Zij de kwadratuurformule nl. symmetrisch, d.w.z. 

W; * Wri_j Een X; = "Xj-jr Den integreert de kwadratuurformule alle 
positieve oneven machten van x exact (ga na). Dus k is noodzakelijk 
even. Schrijf nu | | 


ek ) (x) = P+qx+n(x) 


Als men nu f vermindert met, ax *tyeK +1)! verandert noch I(f), 


noch Ij(f), noch IJ(f) (ga na; we hebben het wiedeg over [-1,1]). 


Voor de foutbeschouwing mogen we dus rustig aannemen q= Dan 


geldt dus 


(24,16) 


(24,17) 


(24,18) 


(24,19) 
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ICF) = ICf) = alp +n(&)) 


ICE) - IJ(E) = A2 (pe+nlE') 
ada IE) - I!(f) p+n(E') 
ICE) IJE) 2-1  pelnte)-2 Kneza -2 5) 











Men kan dus zeggen dat het linkerlid weinig van = verschilt 
| ; 2 1 


Ld 


wanneer £{k) op [-1,1] behoorlijk lineair is en £ B (0) is groot 
t.o.v. de alineariteit max|n(x)|. 


Bij toepassing van dit proces hoopt men blijkbaar dat voor een 
te onderzoeken deelinterval (a,b), dat zo groot is dat aan de li- 
neariteitsvoorwaarde voor £() bij lange na niet is voldaan, niet 
per ongeluk eens 


|I!Ca,b,f£) - It(a,b,f)|/(2k -1) < e(b -a)/2 


zal gelden. 

Een andere situatie waarin [I'(a,b,f) - I!(a,b,8)|/(2* -1) 
duidelijk verkeerde informatie omtrent de kwadratuurfout geeft is 
dat (a,b) al wel zo klein is dat £ 4) mooi lineair is, maar een 
nulpunt heeft ongeveer in het midden van (a,b). In dat geval zal 
men. echter hopen dat wegens de kleine waarden van p en n het rech- 
terlid van (24.17) toch voldoende klein is. 

Al met al is dus ook dit proces niet erg waterdicht. Hetzelfde 
kan gezegd worden van alle andere bekende methoden, Men kan zich 
trouwens ook moeilijk voorstellen dat men ooit door onderzoek in 
een eindig aantal, zij het listig gekozen, punten volstrekt betrouw- 
bare uitspraken zal kunnen doen over de integraal van een functie 
waaromtrent men slechts differentieerbaarheidsveronderstellingen 
maakt, en niets ‘weet van de Prenzen = … 1 van deze afgelei- 
den. Enige verbetering van de bestaande toestand is echter wel 
denkbaar. 

Desondanks leveren de gangbare processen slechts uiterst zel- 
den verkeerde resultaten op, en hebben zich dus als uiterst bruik- 
baar bewezen. Men zij echter op zijn hoede. 


(24,21) 


(24,23) 
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Het is niet angebruikelijk dat men op de beide zojuist beschre- 
ven processen nog een aanvulling geeft. Nl. bij beide processen 
krijgt men een schatting voor de fout zelf (en niet slechts een bo- 
vengrens voor de absolute waarde ervan); deze geschatte fout brengt 
men dan alsnog in rekening in de opgeleverde waarde (zie bijvoor- 
beeld de MC procedure QAD). Uit het voorafgaande is duidelijk dat 
ook hier weer sprske is van aanzienlijke speculatie. 


Enkele andere gangbare methoden zijn nog Romberg's methode (in 
feite een generalisatie van het in rekening brengen van de geschatte 
fout) en de methede van Clenshaw=-Curtiss. Deze laatste berust op het 
bepalen der FC coöfficiënten voor een geschikte n; heeft men deze 
eenmaal, dan is een benaderde waarde voor de integraal uiteraard 
snel gevonden. Onder aanname van voldoend snelle convergentie van 
de FC reeks is ook de nauwkeurigheidscontrole eenvoudig. Dit proces 
is ook heel bruikbaar om numeriek een primitieve te bepalen. 


Opgave. Stel dat (24.2) de formule van Simpson is. Ga na dat (24.7) 
en (24.12) tot verkeerde uitkomsten leiden als men ze toepast op 


1 | NE 
fe“ sin(2krt)dt, k natuurlijk, en le bs dt, a groot. 
=_2 


Opgave. Ga na det interpolatoire kwadratuurformules op (-1,1] symme- 
trisch zijn (vgl. (2:.16)). Eetzelfde voor Gauss kwadratuur met 
even gewichtsfunctie. 
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Hoofdstuk V: Wortels van vergelijkingen. 


5 25. Inleiding. In dit hoofdstuk worden problemen besproken, die verband 
houden met het oplossen van de vergelijkingen f(x) = 0, waarin f(x) 
een reêle functie van een reële variabele is. 

De te behandelen methoden zijn veelal iteratieve methoden, d.w.z. 
processen die de bedoeling hebben uit een of meer benaderde wortels 
van de vgl. f(x) = 0 een betere benadering te vinden, dus: 


(25.1) Xi44 5 Ò Cx. iiet Xie D) 


waarbij men eventueel het aantal variabelen in & nog van i zou kunnen 
laten afhangen. 
Het eenvoudigste geval is 


Men hoopt dat de rij Xx; convergeert naar een wortel a van f(x) = 0 

en als & continu is in a moet dus gelden a = $(a). 

De iteratieve methode bestaat dus in feite daaruit dat men de vgl. 
f(x) = 0 transformeert in een vgl. $(x) = x en die oplost met de 
methode van successieve substitutie. | 
Voor elke keuze van de transformatie heeft men zo een iteratiemethode 
voor het oplossen van de vgl. f(x) = 0. 


We zullen eerst het probleem beschouwen, onder welke omstandigheden 


het iteratieproces Xx z ÒCx;) convergeert naar een wortel van de 


1+1 
vgl. x = b(x). 


8 26. Onderzoek aan gegeven iteratieproces. 


8 26.1 Convergentie. 


Zij in deze paragraaf X steeds een volledige metrische ruimte met 
afstandsfunctie p. | | 


(26.1) Definitie. Een iteratief proces heet convergent in X, als de rij Xj 


(gedef. volgens (25.1)) convergeert voor willekeurige startwaarden 
uit X, 


(26.2) Definitie. Een iteratief proces heet locaal convergent;, als er een 


omgeving van de wortel is, waarin het proces convergeert. 


een rr vin Rn an Rn a ee OR ne ne 
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Een algemeen voldoende voorwaarde voor convergentie wordt 
door de volgende, constructieve stelling gegeven: 


(26,3) Vaste puntstelling. 


(26,4) 


Zij $ een afbeelding van de volledige metrische ruimte X met 
afstandsfunctie p in zichzelf, | 
Als voor ieder paar XxX,» X, E X geldt, dat 
plblx,d,blx,d) < kplx;;x,) met 0 < k <1 en k onaf- 
hankelijk van x, en xs, 


dan bestaat er precies één punt a € X z.d.d, 


(26,6) 


(26,7) 
(26,8) 


dla) = a 


en dit punt is de limiet van de rij Xx z Ò Ox) 1 = O,1,... 


| An i+1 
met x, een willekeurig punt van X, 
Bewijs. Kies x, willekeurig in X, Dan geldt 

Plx;40Xi ) < kiplx, ‚x,) (voll.ind,) 
Dus voor p > 0 | 


P(X. ‚x.) S CKÈ*PTL, ard pex ‚X,) * 0 voor i » , 
i+p’“i 190 | 


De rij {x, } is dus een Cauchy rij, die wegens volledigheid | 
van X limiet a heeft. Wegens Kia 2 Ò Cx, ) volgt ad + co) | | 

= (a). Wanneer ook b = $(b) dan geldt OO | 
et = P($la),d(b)) « kpla,b) ( 
zodat a = b. Ii 


Blijkbaar is aan (26.4) voldaan in het geval dat X een seg- 
ment [a,b] van de reële rechte is en 6 GI < k <1 op [a,b]. 


Opgave. In een volledige metrische Banes is een gesloten 
deelverz, weer een voll. metr. ruimte (ga na). 

Bewijs dat de vaste puntstelling toepasbaar is op 

B(x,‚r) D ix € X | plx,x) S r} wanneer geldt (26,4) en 


PCL DGONS (dek) er, 
Voor X nemen we verder steeds IR tenzij anders vermeld, 


De methode van: successieve substitutie heeft de volgende 
meetkundige interpretatie: 





(26.9) Opgave, Ga in een dergelijke tekening na dat er geen conver-. 
gentie is wanneer l6'(x)l > 1 voor alle x. 


(26,10)Opgave. Ga in een tekening na dat de eisen (26,4) en- (26,5) 
geen noodzakelijke eisen zijn voor convergentie, 


3 25,2 Convergentieorde, 


Zij $la) = a en h; = Xj = 0, 


(26,11)Definitie. Een iteratieproces noemen we van de orde u (niet 
noodzakelijk geheel), als geldt: 


… HH 
hi44 * h, (A + veh), A0 en wlt) > 0 als t * 0, 


(26,12)Als u = 1 resp. 2 spreken we van lineaire resp. kwadratische 
convergentie (ook al is er misschien sprake van divergentie). 
Voor u = 1 noemen we A de convergentiefactor, 


Als u > 1 met willekeurige A of u = 1 met |Al < 1 dan con- 
vergeert het proces altijd locaal (ga na). 


(26,13)Opgave. Zij u > 1 en zij IA + W(h)I < M voor Inl <R. 
Bepaal r zodat het proces convergeert voor ÍIhl < rp, 


£26.14)We noemen een proces sneller convergent dan een ander als 


vana Li In. 
anaf zekere i h; 44 


is dan voor het tweede. 


/ h‚! voor het eerste proces kleiner 


‘26 1ba)Opgave, Wanneer twee processen van verschillende orde beide con= 
_ vergeren, convergeert het hogere orde proces sneller dan het 
lagere orde proces. | 





| 
j 
| 
| 
) 
} 
| 
| 
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(26.15)Als ò voldoende vaak differentieerhaar is op een omgeving 
van a dan is _ 


fn n 


Kier 7 OOH) = Ola) + hd!) + pf Oadtener Er 00 
h2 met E 5 Cx; sa); 


ofwel hi 44 = h;$' (a) + zr b'(a) + aas 


Is ò'(a) = ee & pk) 


(a) = O0 dan is het proces van de orde 
k (ga na). | 


(26.,16)In het geval, dat X een Banach=ruimte is, kunnen we het 
voorgaande ook algemener formuleren. 
We maken dan gebruik van de volgende definities van de 
differentieerbaarheid van een afbeelding. 
ò is differentieerbaar in a € X, als er een lineaire be= 
grensde afbeelding M(a) bestaat z.d.d. voor alle h uit een 
omgeving van O0 geldt, dat Ea 


dla + h) - ôla) = Mladen + olInl), 
_M(a) is dan de eerste (zog. Fréchet-)afgeleide van ò. 


We spreken weer van lineaire convergentie, als M niet de 
nulafbeelding is en de convergentie heet kwadratisch (of 
van hogere orde) als dit wel het geval is. 


Nie 
J 


"‚3 Het Stef fensen=Aitken proces, 


We beschouwen nu het voor convergentie langzaamste geval 
nl. ò'(a) # 0. 
Voor de iteranden geldt dan: 


Xi41Td * Cx; „add la)te,) hi ni 

| met €, = zr ò"(a) + sT dt Cad+... 
ee B 8 | | 
Xi4gTd 5 54 a)(d (alte; 4) | 


(26,17)Opgave, Als er"zuiver" lineaire convergentie (d.w.z. Ee 5 0) 


optreedt, dan geldt voor alle i: 


+X,). Ga na! 


272Xia* 


1 1+1 


E " " 2 
a == X. (x. xj) / Cis 


Als er geen "zuiver" lineaire convergentie aanwezig is zullen 


hdd DE nd TED Si vnd ne Sl an nl in” aanne dn nd kend 
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we hopen dat het rechterlid van de uitdrukking in (26,17) al- 
thans een veel betere benadering geeft voor a dan elk der 
erin optredende Xe | 
Dat zou aanleiding geven tot het volgende proces 


VOO u ' 
KX; hs ÒX), XK; gd dx) 
(26,18) 


X 


1 


n pe t 2 u t 
Pei XK; | CX; Xx) / CX; 2X; + X.) 


(26,18) heet het Stef fensen-Aitken proces. 


'26,19)0pgave, Toon aan, dat Xs - 2Xi + X; # 0 voor alle i, als 
d'(x) # 1 op het beschouwde interval. 
(Hint: ga in een tekening als in 26.8 na wat 
Tan 1 = 
Xi = 2X} + X; = 0 betekent). 


tej 20) Stelling. Zij & minstens 2 maal continu differentieerbaar, zij 
dla) = a en zij d'(a) # 1. Dan convergeert het Steffenson-Aitken 
proces locaal, en altijd sneller dan het oorspronkelijke BEOOR: 


Bewijs. 
Zij blx) za+C,(x-a) + Cx -a)P + olx-a)P 


Zij h; = X, = a, h} = Xi - a, hj = X} = a. Dan is 


26.2 ' + P P 
(26,21) hj = C‚h, + C,hÈ + o(h‚) 


u - ' Pp 
hj = C‚h} + C_hiP + o(hi)P 
Uit (26.18) volgt: 


U 12 
_ - h‚h; hi 
1+1 hj mie 2h; + 


Toepassing van (26,21) geeft: 


Er ed) EE 
EE OK D Ka nb + oCh}) voor C‚, #0 
26.23) hi 44° ì | | 
2p=1 2p=1 | 
c5h; Pel 4 o(h;® ) voor C; = 0, 


De convergentieorde van het Stef fensen-Aitken proces is dus 
minstens p ingeval C‚ * 0 anders 2p - 1 BEER die van het 
oorspronkelijke proces 1 resp. p WI, 
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(26,24) Opgave. Ga na, dat Xi,g de abscis is van het snijpunt van 


de koorde van (X,,9(X,)) naar (X},9(X})) met y = x: 


Jos 


toevoestneerterescanenecesvendtersvenenesevnererser 


Ee EEn y= (x) 


hdd 


(26.25) Opgave. Toon aan, dat het proces van Steffensen=Aitken con-= 


vergeert in elk der volgende gevallen: | 

a) bx) > 0 voor x > 0, $'(x) <0 voor x > 0, x, > Os 

b) $lx) > 0 voor x > 0, d'(x) > 0 en b'(x) # 1 voor x > 0, 
b"(x) tekenvast voor x > 0, rde Cb dex0) > 0 en 
Ja > 0 : dla) za. 

(Men mag dit aan de hand van een tekening nagaan). 


Keuze van het iteratieproces. 


Er zal nu nagegaan worden in hoeverre het mogelijk is, door 
handige keuze van de transformatie van f(x) = 0 naar 

bx) = Xx, processen te creêren die gunstige convergentie 
orde, convergentiesnelheid of hoge efficiency hebben (of 
een combinatie van deze eigenschappen). Een voor de hand 
liggende transformatie is de volgende: d(x) = f(x) + x. 
Locale convergentie treedt op wanneer |1 + £'(x)l < 1. Om- 
dat deze voorwaarde nogal beperkingen oplegt aan f bekijken 
we liever ò(x) 2x +Af(x). De convergentiefactor 
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(27,1) van het verkregen proces is |1 + Af'(a)l. 
Het geval f'(a) = 0 bekijken we later, we nemen nu aan 
f'(a) # 0. Het is duidelijk dat A =z ES een zeer goede 
keuze is (waarom?). De moeilijkheid is dat a nog onbekend 
is. De hoop blijkt echter gerchtvaardigd te zijn dat we 
met de keuze À = -— Er{g) ook goed uit zijn (zie aanstond. 


6 27.2 De methode van Newton-Raphson (NR) 


| - mn an on EED 
De aldus verkregen transformatie luidt ® Cx) E Mak are ik: 


Onder de aanname dat f € C'{ } en f'(a) #0 ziet men in dat 

è'C(a) = 0. Dus meer dan lineaire convergentie. 

Deze methode heet de methode van Newton-Raphson. Het bijbe- 
„horende iteratieschema luidt 


(27.2) Kier * “iT FG) 


Blijkbaar wordt Xi 44 
verkregen door de raaklijn 
aan f in Xx = Xx, te snijden . 


met de x-as. 





Bepaling van de convergentieorde onder de aanname f'(a) F0, 


f" bestaat op een omgeving van a. Taylor geeft 


0 z fla) = f(x) + Ca-x, df! (x,) + pt Es EE Ca,x‚) 


of Cx; sa). 
Voorts (zie (27.2)) 
Oz fx) + OzaarXijdf' ej) 
Aftrekken geeft 


en _ny2 _£"(E) 
(27,3) Kid a = Cx, a) 2E Cx) 


_ Er is dus nu minstens kwadratische convergentie. 


(27.4) 


5 27.3 


(27.6) 


8 27.úu 
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Opgave. Toon aan dat de NR-methode ook locaal convergeert 
in het geval van een meervoudige wortel. Van welke orde is 
deze convergentie en zo deze lineair is, hoe groot is dan 
de convergentiefactor? 


Opgave. Construeer een kwadratisch convergent proces, als 
f(x) een n-voudige wortel heeft in x = a (aanw.: beschouw 


ò Cx) D XxX = a hes ) 


Globale convergentie van de NR-methode. 


Stelling. Zij a een wortel van f(x) = 0. Dan convergeert het 
NR-proces monotoon (d.w.z. de geproduceerde rij X; is monotoon) 
op elk open interval (a,b) of (a,a) waarop f(x) # 0 en 
£"(x)f(x) > 0. ’ 


Bewijs: onderscheidt diverse gevallen (4 in totaal). In elk 
daarvan is de waarheid van de stelling m.b.v. een figuur on- 
middellijk duidelijk. 

Formeel bewijs: 


1. f(x) > 0, f(x) > 0 op (a,a). De aanname dat f'(&) > 0 voor 
een & € (a‚a) leidt tot een tegenspraak met f'(x) > 0 en 


fla) = 0 (ga na). Dus f'(x) < 0 op (a,a). 
fx) 
Kies x, € (a,a). Dan geldt x, = “EG > Xe Uit 


formule (27.3) volgt Xx, Sa. 
M.b.v. x, construeren we met NR X2 etc. Dit levert een 
monotoon niet dalende rij die begrensd wordt door a. Laat 


zelf zien dat geldt a = lim x.. 
Loo 


2, 3 en u. De overige gevallen zijn geheel analoog te bewij- 
zen. ä 
Koorden-Newton-methode (KN). 


Het kan onder omstandigheden zeer bezwaarlijk zijn om telkens 
f'(x) te evalueren. We proberen dan de volgende methode. 
Vervang in de formule van NR fx; ) door 


Eee 


627,7) 


(27.8) 


(27.9) 


(27,10) 


K27 11) 


(27.12) 


(27,13) 
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f(x) on f(x;_g) 





X. = X. 
rd 1-1 


Meetkundig: 

vervang de raaklijn bij NR 
door een kosrde. 

Deze methode wordt de Koorden=- 
Newton-methade genoemd. 





De iteratieformule wordt 
Xe en Xe 
| “1 1=1 
Xe = Xe = EC.) = ÊUx. . Flwed: … 
i+1 i flx; fx) i 
Dit is dus een recurrentie van de vorm Xi44 ° bx; Xi) 
We moeten daarom op enigzins andere wijze te werk te gaan voor 


de bepaling van de convergentieorde. 


Convergemtieorde van KN onder de aannamen dat f e C°{ | en 
f'(a) #0 en f(a) #0. 
Dan geldt (zie (16.15) en (16.16)) 
0 = f(a) = f(x) + (ax, f(x, ‚xj ) + Ca-x,dla-x; If Cx; xj 20) 
Verder (zie (27.7)) 
0 = f(x;) + Xi 44 
aftrekken van beide formules geeft: 


n n 5 _ £"(E) 
Kia a z (a x‚) (a Xi) ZE) 


amd 


EE 


een Dies F ZED 0 Pikien 
jn __f"(a) br n n kn de 
Zij A= zEr(a)y en 21) f“ continu in a. Dan geldt h;,, ® äb;h;, 


VOOr X.. X. 
1’ “1-1 


exact geldt 


in de buurt van a. Beschouw nu een rij k, waarvoor 


ki,4 = Bkjki-4 » Ko * [hl #0, k, = Ih‚l #0, B = (Al 


Zij u; = log(k;) dan geldt 


Uis4 * log(B) + u; + us_4 ì 
Dit is een inhomogene 3 terms-recursie met constante coëfficiënten 
(zie (12,9)). Derhalve: 
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(27.14) Voor (27.13) is de karakteristieke veelterm x% -x-1 = 0, dus 
A, = HL +/5), A, = F(1-/5). Voorts is een particuliere oplossing 
van (27.13) U; = =log(B), i =0,1,2,... . De algemene oplossing van 
(27.13) luidt derhalve | 


u; = CAT + eN = log(B) S 


Bijgevolg geldt u; -A,u;_, = c,(A, -AAit - (1 -A,)log(B) > 


x 1-1 
= (1 -A,)log(B) voor i > @, of 
k : ' » 
(27,15) ‘mert, 
Kina 


anr 


Het proces dat de rij (k‚} voortbrengt is dus van de orde A, B 102 
Men kan hopen dat voor de rij {n, } hetzelfde geldt. Dit is ook in- 
derdaad zo, maar we geven het bewijs niet. 


Globale convergentie van KN 
(27.16) Opgave. Stelling (27.6) is ook waar voor KN. Let speciaal op het 
geval f' constant. 


dd 


5 28 Practisch rekenen met oplosmethoden 
5 28.1 Globale en locale convergentiesnelheid | 


(28.1) De NR methode als kwadratisch proces convergeert sneller dan een 
lineair convergent proces (zie (26.14)). Dit is echter slechts een 
uitspraak over het asymptotisch gedrag (d.w.z. vlak bij de wortel), 
en men mag niet verwachten daarvan op grote afstand van de wortel 
profijt te trekken, zelfs niet al heeft men met een stelling als 
(27.6) een globale convergentie eigenschap. 


(28.2) We bekijken daartoe als voorbeeld de vgl. x° -a = 0. De NR itera- 


tieformule is dan te schrijven als 


| a | 
R pn emd ë Ed emmen ' DN 
(28,3) Xi 41 Cx, rididin (ga na!) 
Neem a =1 en Xx, = 10° (ga na dat monotone convergentie naar de 


wortel +1 gegarandeerd is). Zolang nu de iterand groter is dan 5 
(d.w.z. i < 15) is er een vrijwel lineair verband tussen h; en 


: z 
hi 44! hi 1 2 
dan een halveringsproces. 


‚ zodat NR in het begin niet sneller convergeert 


(28,4) 


( 


2%, 


as) 
CC 


5 a 


de A 3 


oe 
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Als er echter dicht bij de wortel wordt gestart zien we duidelijk 


het kwadratische convergentiekarakter. Met Xo = 1.1 vinden we 


mo _ 3 en 
achtereenvolgens h, = 10 5 hj = H‚59 Xx10 5 h, = 10 * en 

h; = 5 ee ed (vergelijk dit met het theoretische verband tussen 
hi 44 en h‚) en we zien, dat nu iedere NR slag een verdubbeline 


van het aantal goede decimalen geeft. 


Opgave. Ga voor f(x) = (x? -1)(x? -4) en X, =10° na dat NR 
aanvankelijk lineair convergeert met factor B. 


Opgave. Ga bijv. aan de hand van f(x) = e“-1 en Xo groot gerver, 
na dat NR aanvankelijk zelfs willekeurig langzaam kan convergerer.. 


Hetzelfde geldt wanneer f een asymptoot heeft en men start voldern- 


de dicht bij deze asymptoot. 


Analoog aan de afleiding van NR zijn ook nog hogere orde processen 
te construeren, nl. door in ò(x) =x + nst rde. GOE (xXx) +. 
M,sD,s-eesM, ZO te kiezen dat é'(a) t/m de (a) = 0. 
Zo krijgt men bijvoorbeeld het 3-de orde proces 
Ái 2 
. F(x) f xfx) 
1+1 1 f'(x 





: 3 
1 2f£ Cx) 


Ook hier kan men natuurlijk niet verwachten op grote afstand van de 
wortel profijt te trekken van de snellere convergentie. 


Opgave. Ga het convergentiegedrag van dit 3-de orde proces na voor 


xXx? -a = 0 ver van de wortel. 


Anderzijds pleegt bij hogere orde processen de hoeveelheid reken- 
werk per stap groter te zijn dan bij lagere orde processen. Zo 
blijkt bij de zojuist genoemde klasse van hogere orde methoden de 
k-de orde methode evaluatie van f(x, ) t/m £ (kT Da, ) te vereisen. 
Dit maakt dat een mogelijke seduseie. van het Ea. iteratiestappen 


door gebruik van een hogere orde methode niet noodzakelijk resul- 
teert iIn.kortere rekentijd, 


(28,7) 


(28,8) 


(28.9) 
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Dit geldt echter ook in de buurt van de wortel. Om dit in te zien 
merken we allereerst op dat men van een proces P van orde u > 1 
een proces Pe van orde u kan maken door k stappen van proces P te 
beschouwen als één stap van proces P. 

Blijkbaar convergeert P, aanzienlijk sneller dan P in de zin van 
(26.14), maar de rekentijd vereist om met Pe een zekere reductie 


van de fout te krijgen is natuurlijk dezelfde als om dit met : 


doen. 


Ten aanzien van de rekentijd is (26.14) daarom alleen van belang 


als voor beide processen per iteratiestap evenveel rekentijd vereist 


18: 


Zij nu P een proces dat per Stap een hoeveelheid rekentijd » ver 


en stel voor het moment dat de tijdseenheid een veelvoud is van 1. 
We beschouwen nu naast P het proces Pi/r (zie (28.7) met k =Äy, 
dat 1 tijdseenheid per stap vergt, en waarvan de orde ui/t 1S. 

Op grond van (26.14) kunnen we nu blijkbaar zeggen dat voor wat de 
rekentijd betreft, een proces sneller convergeert dan een ander 
wanneer ui/t voor het eerste proces groter is dan voor het tweede, 
dus „1/7: > i/t, Merk op dat deze relatie onafhankelijk is van 
de tijdseenheid (waarmee we ons bevrijd hebben van de restrictie 
dat de tijdseenheid een veelvoud van Tt is). 


Als ruwe maat voor de hoeveelheid rekentijd per iteratiestap neemt 


men daarom wel het äantal maal dat in één stap de waarde van f en/of 


een of meer van zijn meet 1 te moet worden bepaald. Zo komt men 
bij de efficiency index ui als p het in de vorige zin bedoelde 
aantal is. Deze is dus een maat voor de lokale convergentiesnelheid 
met betrekking tot de tijd: een hogere efficisncy index betetent 
snellere convergentie. 


Opgave. De efficiency index voor KN is (1 +/5) / 2 = 1.62, voor NR. 
/2 = 1.41, voor de 3-de orde methode uit (28.5) /3 = 1.u4. 


Opgave. Voor de klasse processen bedoeld in (28. 5), waarbij de k-de 
orde methode per stap ian van f(x, ) t/m go heli, ) vereist 
is de efficiency index kr, en dit is maximaal voor Bed, 


En een 
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(28.11) Opmerking. KN is blijkbaar aanzienlijk efficienter dan NR. 


In werkelijkheid is dit in nog sterkere mate het geval dan uit de 
efficiency indices is af te leiden, doordat het evalueren van de in 
NR benodigde afgeleide doorgaans meer tijd vergt dan de functiewaar=- 
de zelf, terwijl deze evaluatietijden bij de efficiency index over 
een kam zijn geschoren. Om deze reden ook zal het 3-de orde proces 
niet echt efficienter zijn dan NR. 


(28.12) Opgave. Bepaal de efficiency index van het als volgt gemodificeerde 


5 28.2 


(28.13) 


(28.14) 


f(x) | f(xj) | 
1 = al en a 
hannan Salin: Wit 257 Mal: Malka: Bk 40 7 ik 


Onzekerheidsinterval functie 


Een algorithme ter berekening van de waarden f(x) van een functie 

f,‚, die bij exacte uitvoering der arithmetische operaties ook inder- 
daad f(x) zou opleveren, zal bij praktisch rekenen t.g.v. afrond- 
fouten gewoonlijk hiervan afwijkende waarden opleveren, zeg 

f(x) +r(x). Aangezien r(x) nogal grillig heen en weer pleegt te 
springen als functie van x zegt men wel, naar analogie van verschijn- 
selen in de fysica dat f ten gevolge van de afrondfouten met (nume- 
rieke) ruis wordt belast. 

Dit heeft gevolgen wanneer men een nulwaarde van f wenst te bepalen. 
Voor de meeste functies zijn nl. alleen maar processen bekend die 
berekende functiewaarden gebruiken om prognoses te doen omtrent de 
ligging van een nulwaarde. Deze processen concluderen bijvoorbeeld 
bij een functie die op een omgeving van een nulwaarde stijgend is 
uit het positief zijn der berekende functiewaarde in een punt a 

dat de nulwaarde links van a ligt (ga dit na bij successieve sub- 
stitutie, NR en KN). Wanneer t.g.v. afrondfouten de berekende func- 
tiewaarde het verkeerde teken heeft gekregen, wordt men zo de ver- 
keerde kant uitgestuurd. De afrondfouten impliceren voor deze pro- 
cessen dus een begrensdheid van de precisie waarmee men de nulwaarde 


van f kan bepalen. 


Definitie. Zij f continu en monotoon op een interval I en laat f 


daar een nulwaarde hebben. Zij e= sup lr(x)l. Dan noemen we 
| x EI 
{x € IJlf(x)| S e} het onzekerheidsinterval van f t.o.v. 1. 
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(28.15) Opmerking. Het is natuurlijk onbevredigend dat het onzekerheids- 


(28,16) 


interval afhangt van I. In de praktijk evenwel blijkt suplr(x)l 
x EI 
doorgaans slechts langzaam of helemaal niet te stijgen bij toene- 


mende I. | | 
Bovendien zijn wij in onze beschouwingen vaak geïnteresseerd in een 
ruimer interval dan het onzekerheidsinterval. 


Buiten het onzekerheidsinterval hebben de verkregen functiewaarden 
in elk geval het juiste teken. | | | 

Het is blijkbaar niet redelijk van een oplosproces te verwachten 
dat het meer doet dan waarden opleveren in of vlak bij het onzeker- 
heidsinterval. 


(28.17) Opmerking. In ruwe benadering is de straal van het onzekerheids- 


6 28.3 


(28.18) 


(28. 


el) 


20) 


interval TELT | : 
Onzekerheidsi.nterval oplosproces 

Een oplosproces kan echter wel een veel groter "onzekerheidsinter- 
val" hebben dan de functie zelf. | 


Opgave. Ga voor een lineaire funcfíe na dat het "onzeker- 
heidsinterval!" voor de methode van successieve substitutie een 
Ee : 

En s e e e e dat 
straal 1-16" la heeft nd z. dat gen das kan garanderen da 
[x-al onder dit bedrag daalt). Vergelijk dit met de straal 
Ln) van het onzekerheidsinterval van d(x) -x, 


Bij het proces van Newton is dit echter niet het geval mits de af- 
geleide functie redelijk nauwkeurig wordt berekend. 

Opgave. Ga voor een lineaire functie na dat als de bere- 

kende waarde f' van de afgeleide voldoet aan 


Er 
ere > 1 = n, 0 < n < 1, het onzekerheidsinterval van NR hoogstens 


een factor RN maal zo grote straal heeft als het onzekerheids- 


interval ven £. 


Oek bij het halveringsproces kan dit niet voorkomen. Dit voert nl. 
tot willekeurig kleine intervallen die steeds minstens één punt 
met het onzekerheidsinterval van f gemeen hebben (ga na). 


5 28.4 
(28.21) 


(28,22) 


(28,23) 


(28.24) 


(28,25) 
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Starten en stoppen 


Starten. Iteratieprocessen hebben startwaarden nodig. Globale con- 
vergentiestellingen zoals (26.3), (26. 25), (27.6) en (27.22) geven 


voldoende voorwaarden opdat punten van een gegeven interval als 


startwaarden kunnen dienen. Het is echter niet altijd eenvoudig 
deze stellingen toe te passen. | 

Gelukkig blijken NR en KN ook vaak te convergeren als men zo maar 
ergens begint. 


toppen. Tot dusverre werden de iteratieprocessen als oneindig 
werner processen beschouwd. In de praktijk zal men echter 
eens moeten ophouden. Men kan bijvoorbeeld wensen slechts door te 
gaan totdat een zekere precisie is bereikt, of ook totdat de 
"maximale" precisie is bereikt, d.w.z. totdat men in het onzeker- 
heidsinterval van het proces is gekomen. 


Stoppen als zekere precisie is bereikt. Dit is natuurlijk bijzonder 


eenvoudig als met elke stap van het hhainnadenns de fout van 
teken wisselt, aangezien de oplossing dan steeds tussen twee op= 
eenvolgende iteranden ligt. 

Als men dit niet weet kan men soms gebruik maken van de volgende 
eigenschap. 


Zij &la) = @ en zij op een omgeving van a (26.4) wervild. 


Dan geïdt [Xx - al S Tegen “real 
kee) 

Bewijs. |x_ -al sE |x 
a 


a (k +k* re.) x 


1 zaal n”*ne4l 


Blijkbaar garandeert [x < n geenszins dat [Xx „al < ns, 


-X 
n EE, 
tenzij kS<}. 


Vaak kan men geen a priori uitspraken doen over k, maar weet men 
slechts dat k kiein is op een voldoend kleine omgeving van de wor- 
tel ‘bijv. bij NR). Wanneer nu bijvoorbeeld voor één of meer waar- 
den van n geldt dat Ral Ll “Xn-gl < 3 kan men hieruit 
een zeker vertrouwen putten dat [x_ -a| <|x, EN 

Men moet bij dit alles overigens at hopen dat de gewenste precisie 
bereikt is ruimschoots voordat men in het onzekerheidsinterval van 


de methode is aangeland. 





(28.26) 
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Stoppen als paximais precisie is bereikt. Hier is monotone conver- 


gentie nuttig. Men stept wanneer de verkregen rij waarden ophoudt 
monotoon te zijn. Inmiddels impliceert dit niet altijd dat men dan 
in de buurt van het onzekerheidsinterval van de methode is gekomen, 


(28.27) Opgave. Zij f Ee C? 1, fla) = 0, £' > 0, £" > 0 op het interval 


(28.28) 


(28.29) 


(28.30) 


in kwestie, en star: NP rechts van de wortel. Laat de berekende 
waarde f'(x) voor elke relevante x voldoen aan Ê'G) > (1 „_n)f'(x), 
n een vast getal tussen 0 en 1. Dan kan voor e (zie (28.14)) klein 
genoeg met NR voordat de monotonie verstoord is, een punt x; < o 
bereikt worden wearvoor a -X; een willekeurig grote factor groter 


is dan de straal van het onzekerheidsinterval van de methode. 


In het convexiteitsgeval (zie (27. 6)) komt men met NR echter wel 
bij het onzekerkeidsinterval van de methode in de buurt als de be- 


rekende waarde f'(x) voldoet aan EC > 1 (ga na; let echter 


op (28.30)). | | 
Ook bij het halveringsproces kan het niet gemakkelijk mis gaan: 


Opgave. Ga voor een lineaire monotoon stijgende functie 
met nulwaarde & na det wanneer men het halveringsproces stopt zo- 


dra voor m e= (a +b)/2 niet meer geldt f(a) < f(m) < f(b), voor 
het punt m geldt dat [m al hoogstens 3x de straal van het onzeker- 


heidsinterval van de functie is. 


Bij het programmeren van het stopcriterium voor NR in het monotone 


geval lette men niet op tekenomslag of nul worden van 


Ex; ) | 
ETC maar op de rij Xx, zelf. Het kan nl. heel wal voorkomen dat 


ËCx; ) 
terwijl FO nog het juiste teken heeft, voor de verkregen 
Xi +1 geldt Kier = Xi zodat het proces nooit meer ophoudt. 


NB. Uit (28.4a) ziet men dat X;4g = *j OOk wel kan optreden heel 
ver van de wortel. Hier is weinig aan te doen; het treedt echter 


gelukkig weinig op. 
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(28.31) Als men evenwel niet weet of er van monotone convergentie sprake 


(28.32) 


8 28.5 


(28.33) 


is, zijn er heiemaal geen uitspraken hoe men maximale precisie kan 

bereiken. De praxtische rekenaar hoopt dan onder dekking van (28.24) 
toch een betrouwbaar resultaat te krijgen door bijvoorbeeld te stop= 
bs Ig 


NB. Uit (28.ka) ziet men dat zelfs in het convexiteitsgeval 





pen ais |x. -x. en |x. -x. „|l niet meer daalt. 
ì In E ee 
x; =X;_4| niet monotoon hoeft te dalen en ook op grote afstand 


van de wortel wel kan voldoen aan [x, Xi! << Xx, | 


Bijzondere zorg vereist nog het stoppen van KN. 

Immers, zodra x; en Xi-4 te dicht bij elkaar komen te liggen kan 
het differentiequotiënt in KN t.g.v. de afrondfouten in f allerlei 
vreemde waarden aannemen, en erv gemakkelijk aanleiding toe geven 


dat een X;4j Worde verkregen die ver van de wortel verwijderd is. 


Polynomiae 

De praktische opmerkingen in het vooraf gaande laten zien dat toe- 
passing der gegeven theorie grote voorzichtigheid vraagt. Zelfs 

bij zulke eenvoudige en goed overzienbare functies als veeltermen 
in één variabele geldt dit. | 

Zo is er tot dusverre geen volstrekt waterdichte methode om een 
wortel van een veelterm te bepalen. De algorithme van Lehmer (zie 
de literatuurlijst) voldoet nog het best, maar is langzaam, want 
lineair convergent met veel rekenwerk per stap. Een vaak gebruikte 
methode is die van Müller, die veel sneller is en meestal het ge= 
wenste resultaat geeft. 

Veel moeilijker nog is het probleem, alle wortels van een polynoom 
te vinden. Men doet dit meestal door een berekende wortel uit te 
delen, vervolgens van het gereduceerde polynoom een wortel te be- 
palen; etc. Voor dit uitdelen is Horner's algorithme geschikt; zie 
opgave (28.34). 

Als men een polynoom deelt door x-p, waarin p een benaderde waarde 
is voor een wortel p van dat polynoom, zal het gereduceerde poly- 
noom t.g.v. afrondfouten bij het uitdelen en de fout in p afwijken 
van het «exakte polynoom f(x)/(x-p). Belangrijk is nu, in hoeverre 


de wortels van het gereduceerde polynoom hierdoor verknoeid zijn. 


SDE A VRON ORDAN SNE BANEIGE VAMTE SL, 


(28.34) 


(28.35) 


(28,36) 


(28.37) 


d 
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Men kan aantonen, dat uitdelen van de wortel met grootste modulus 
ernstige fouten kan geven. We laten het zien aan een voorbeeld in 
(28,35). | 


Het verdient dan ook aanbeveling de wortels in volgorde van stij- 


gende modulus uit te delen, en in de PSE blijkt dit een accep- 


tabele procedure te zijn. 


Opgave. Laat zien, dat voor het polynoom (2.7) geldt 

f(x) z (x-p)(s,xiTÎ +s,xrT? Bn +S 4) ts waarin de S ; gedef i- 
nieerd zijn als in (2.9). Als p een wortel is van f dan geldt 

Be = 0, zodat we met Horner's schema kunnen uitdelen. 

Voorbeeld. Het polynoom x% -999x? - 1001x -1 heeft als wortels 

Pp, = 1000,001..., p‚ = -0,000999..., p,‚ ==1. 

Met zes decimalen rekenend vindt men Pp, = 1000.00 . Na uitdeling 


krijgt men nu x° +x-1 (ga na), waarvan de wortels -}+3/5 


zijn. 
Voor het speciale geval dat alle wortels van een polynoom reëel 


zijn (dit geval is echter zeer belangrijk; de orthogonale polynomia 
vallen er onder) geeft NR gegarandeerde monotone convergentie naar 
de algebraïsch kleinste en grootste wortel als men links van de 


kleinste resp. rechts van de grootste start. Dit ziet men in door 
n 
de tweede afgeleide van U (xx) te beschouwen. 


1=1 
Wegens LX; = =a,/a, en bi z a,/a, geldt 
es 
Exj = (a,/a,)° - 2(a,/ag), zodat + /(a,/a,)? -2(a,/a,) als start- 


waarden gebruikt kunnen worden. 

Als men nu de wortels volgens stijgende modulus wil berekenen dient 
men nog te bedenken dat als p een absoluut grootste wortel is van 
f, 1/p een absoluut kleinste wortel is van het polynoom XE). 


Opgave. (zie opgave (28.34)). Toon aan dat 


7 n=-1 n=? f(p) 
É'(p) = S,P + S‚P t ese + Sj: Men kan dus FD) 
evalueren door twee keer Horner toe te passen. 
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Opgave 5, Pas de bisectie toe voor het vinden van een wortel van de 
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Enkele eanvuliende opmerkingen bij hoofdstuk V. 


£ 


Iteratieve processen f=ie 5 25) zijn viteraard niet de enige methoden 
voor bepaling van wortels van de vergel. f(x) = 0. 

Enkele andere elcmentaire processen zijn: 

inverse interpolatie (zie (13.47), Als f in tabelvorm gegeven is zal 
men tot een nulpunt tussen 2 opvolgende abscissen X; en X, 44 kunnen 
concluderen zodra sgn(f(x,)) = =sgn(f(x;,,2)- Door inv.interp. 


krijgt men dan sen benadering van de wortel 


Opgave 1. Bij lineaire inv. interp. is het resultaat gelijk aan de 
uitkomst van 1 stap Koorden=-Newton (zie 5 27.4) op punten Xx; eN Xisg: 
Opgave 2. Zij f(x) = Ave“* — B, met A‚B‚a reële constanten, AB > 0. 
Stel f gegeven in sen eauidistante tebel (staplengte h). Toon aan 
dat hin lin. inverse interp. het nulpunt bepaald wordt met een fout 


EN (eral h _ op 


Bisectie (of: nethede der svecessieve halvering). Indien 
sgn(f(a)) = -sgn(f(b)), weten we dat op [a,b] een nulpunt ligt.Als 
£(252) = 0 zijn we Hlear; als LER) 4 0 geldt sgn(f(a)) = sgn(£(25)) 


of sgn(f(e}) #: -sen(E(E2 , d.w.z. nulpunt op [25P, b] of [a,272 
resp. Fte. Door ae van één nieuwe aanb is het Aak: 


sy id 


punt in eer nauwer intervel +ae loesiiseren. 


Opgave 3. Zij ab = l en laat er gerekend worden in Q = Q, of Q,. 


Laat de berekende waarden r(x) ongelijk 0 zijn voor alle x € Q. Dan 





wordt na hoogstens onstrecks [ *log- hei ) maal het halverings- 


Emin(Jal ,|b|) | 
proces te hebben uitgevoerd het interval niet meer kleiner, en het 


interval krijgt nooit lengte 0. 


Opgave bk. 3ij een punt binnen het onzekerheidsinterval van f kan de 
berekende functiewaarde van teken verschillen met de exacte functie- 
waarde. : „a na cet desondanks de bisectie-methode altijd COVERS 
naar een punt ven het onzekerheidsinterval van f. 


vergelijking sin(x) = x/2, 
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u) 


Raison van Ê 25. 





Iteratieve processen kannen wel erg langzaam convergeren, nl. als 
de convergentiefactor niet arg klein is. Steffensen-Aitken beoogt zulk 


soort prucessen te versnellen. 


Opgave 6. Indien &'(x) = 1 behoeft S - A nog niet mis te gaan. Toon 
aan dat h, = Pin, indien C‚ = 1, C_ #0 (in de notatie van (26.20)), 
1+1 P 1 ï _P | | 


® 


zodat er dan van grote snelheid geen sprake meer is. 


Opgave 7. Beschouw het iteratief proces x = lx) met ò(x) = = (a > 0) 
ter opl. van x? - a = 0. | 
Toon aan dat de Steffensen-Aitken versnelling van dit proces juist 


het NR-proces oplevert. 


Bij 5 28.3. keta A 


Onder het onzekerheidsinterval van een oplosproces\ verstaan we het 
interval [a=v‚a+v], met v = sup inf|x,-al, het supremum genomen over alle 
rijen iteranden (x} die binnen I starten 

en alle mogelijke keuzen van de ruisfunctie r met |[r(x)| Se. 
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| ______- U wordt geacht van de door ’ te maken opgave zo mogelijk voor 

1 juli een verslag in te leveren, na 1 september worden ei: 

beslist geen verslagen meer geaccepteerd. Het niet op tijd 

| inleveren kan dus betekenen, dat u pas over een jaar een | 
nieuwe mogelijkheid krijgt. 

- Het verslag dient niet alleen de theoretische achtergronden 
van uw opgave te behandelen, doch ook een bespreking van 


uw computerresultaten te bevatten. 


| -— Voor programma-technische vragen wende men zich tot de advie- 

dienst van het A Gee le 

-— Voor moeilijkheden van wiskundige aard kunt u terecht op het 
spreekuur van de heer Boele K.505, maandagmiddag 14.00-15.00. 

- Stel het programmeerwerk niet te lang uit. 


- Het cijfer is niet rechtevenredig met de hoeveelheid ingeleverde 





output! Plak de relevante stukken in. 
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Opgave 1 


In deze opgave willen we nauwkeurigheid en efficiëntie van een 
aantal methoden om nulpunten te bepalen met elkaar vergelijken. 
De polynomen die we bekijken zijn de Legendre polynomia waarvoor 
de recurrente betrekking luidt: 
(n+1)P_ ‚4 0x) = C2n+i)xP, (x) s HeP 


met Po = 1, P, = Xe. 


a) Schrijf een procedure die m.b.v. de recursie de coêfficienten 


n=i 


van de machten van Xx van het n° graadspolynoom P_(x) bepaalt. 
b) M.b.v. deze coëfficiënten willen we b.v. met Newton-Raphson 

de nulpunten van P_(x) bepalen. | 

1. Merk op dat de wortels symmetrisch rond nul liggen. 

2. Voor de absoluut grootste wortel is het eenvoudig 
convergentie aan te tonen bij starten in een rechter 
omgeving. Zie in dat u m.b.v. (28.34) deze wortel kunt 
uitdelen en de procedure kunt herhalen. 

3. Is deze methode numeriek aanbevelenswaard? Zo niet bedenk 
dan een verstandigere methode. 

U. Schrijf een programma, dat voor n = 20 de nulpunten van 
P_(x) bepaalt zowel volgens 2, als volgens uw betere 
methode uit 3. 


Opm. I U kunt de expliciete gedaante van het polynoom die u 
in (a) verkregen hebt gebruiken; beter is echter nog 
direct de recursie te gebruiken. 


II Gebruik eventueel ook opg. (28.37) uit de syllabus. 


c) Facultatief. Bepaal de nulpunten van PD, (x) m.b.v. de Sturmrij 
eigenschap zoals u die tegengekomen bent in opgave 39 van 


het practicum. 


N.B. Vergeet niet uw resultaten te vergelijken met de literatuur 
waarden b.v. Tabel 25.4 ABRAMOWITZ & STEGUN: HANDBOOK OF 
MATHEMATICAL FUNCTIONS (zie ACCU-bibliotheek). 






cos(x cos 8)db. 


od 


a) Toon allereerst aan : Jo) = 2 


b) We definiëren nu op het interval [O,m] het discrete inproduct 


n 
| de et 
Be rs & ph Í (0. . 
8 De (0) g(0) 
|= 
EE „di RES 
me t 0. = JJ h 2 en h = es 
Toon nu aan dat 1,cos Xx, cos 2X;...; cos(n-1)x een orthogonaal 


stelsel vormen bij dit inproduct. 
Aanwijzing : 
Substitueer x zarc cos(t) en denk aan de eigenschappen van de 
Chebychev-Polynomia. | 
c) Beschouw nu de discrete FC_-ontwikkeling van cos (xt) 
meed | 
Ee ax) Tt) 
(Merk op dat we voor t = cos 68 de FC_-ontwikkeling van de in- 


tegrand uit a) te pakken hebben). 


Te bewijzen 


mied 
cos(xt) = À atx) Tt) voor ft == 608 Bia TS Taas 
| te J 
k=0 
hd 
We hebben nu dus aangetoond dat X ax) Tt) als inter- 
k=0 


polatie polynoom van cos(x t) op te vatten is op de punten 
cos 6... 
) 
Dit stelt ons in staat een foutschatting voor de FC_-ont- 
wikkeling te geven in dit speciale geval. 
hi 


Laat nu zien dat 2% a, (Xx) Tt) de functie cos(xt) benadert 
k=0 
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d) 


e) 


met een fout ten hoogste 
n 
x| 


n!2071 


Lag een dergelijke fout in de lijn der verwachtingen? 
We gebruiken nu slechts de eerste term van de FC ontwikkeling 


als benadering. Kortom we benaderen J Cx) door al). 


. 


Kunt U het verband tussen deze benadering en de midpoint-regel 


leggen? 
Geef nu een bovengrens voor de abs. fout. Hoe groot moet n 


zijn opdat voor x € [0,1] Jjlx) benaderd wordt met een relatieve 


er 2 
fout van ten hoogste 10 © 


# 


Bereken (0.1), J(0.5) en Jj(1) en vergelijk Uw uitkomsten 


met tabelwaarden b.v. Table 9.1 blz 390 van ABRAMOWITZ & STEGUN 


HANDBOOK OF MATHEMATICAL FUNCTIONS. 
Probeer het voorafgaande (maar vooral de foutschatting) nog 


eens te bezien als Gauss-CHEBYCHEV-Kwadratuur. 
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b) 
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d) 


e) 


Opgave 3. | 
We bezien een aantal methoden om f(x) = log(1+x) op 0 SxS1 


m.b.v een F.C. reeks te berekenen. 


Zij EZ a, Tx) de F.C. reeks van f(x) 
k=0 


Bepaal de coêfficienten ag en a, m.b.v. Gauss-Chebychev-kwadratuur. 


Ga daartoe na welke fout een n-punts formule geeft en bepaal n 


eZ 


zodanig dat aj en a, met een relatieve fout S< 10 benaderd worden. 


Andere mogelijkheid is om een recursie voor de coëfficiënten a, 


op te stellen. | 
Doe dit als volgt : gebruik de afgeleide van f(x). (zie 12.21), 


let speciaal op de bepaling van ag: 
We kunnen de recursie nu op 2 manieren gebruiken. 
Ï voorwaarts ; gebruik daarbij de waarden van ag en a, His 


IT terugwaarts; start met Di=0 : bi44 1 en de zo opgeleverde 
a 


rij b, vermenigvuldigen met — om de rij a, te verkrijgen. 


ae 


b 

Let goed op de bepaling van N. 

Schrijf nu een programma dat voor U berekent 
1 a, en a, vla onderdeel a). 


2 k = 1(1)10, via c(I). 


aj» 
3 As Kk = 11410; via e(Il): 


8 


Bereken nu log(1+5) met een relatieve nauwkeurigheid van 10 ©, 


m.b.v. de vorige onderdelen. 
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- Zet ep detet val dat U inlevert Uw naam, 

- zet op het dubbele foliovel in de rechterbovenhoek Uw naam, 
adres en studierichting. | 

=- indien U om ehisernes reden de uitslag zeer snel in Uw bezit 
moet hebben, gelieve U dat met reden te vermelden. 

- het werk wordt ingeleverd in het dubbele foliovel. 
Dit wordt verder niet beschreven 

- In elk der onderdelen van deze opgaven mogen de voorafgaande 


onderdelen gebruikt worden, ook indien deze niet bewezen zijn. 


Opgave ks 


Beschouw de volgende recurrente betrekking 





Ard + var + ar-4 = 0 


a) Geef de algemene oplossing van deze recurrente betrekking. 

b) Stel nu dat de getallen a, moeten kunnen optreden als co@ffi- 
ciênten van een F.C. Beke. | 
Wat wordt dan de algemene gedaante van de oplossing uit a) ? 


c) Beschouw nu op het interval [-1,+1] de functie 





NE: +43 


Ex) x + 5/4 


ls ech a ene ade rn neen eind et enden ande ren ae vand 


Toon aan dat f(x) te schrijven is als 


EU) == E a, 1 
k=0 


d). Toon aan dat de coëfficiënten voldoen aan de recursie uit de 


O0. 


aanhef voor k > 2. 


Ln INE EE EEN EN ENE BAOARNE BEKMEE ANL Ae AE Te ek At 











Bepaal nu de coëfficiënten.a, vân:de:reeks nitse).… 
Bepaal N zodat f(x) door de eerste N termen van de F.C. 
reeks met een relatieve fout S 10 benaderd wordt. 


(Hierbij hebt U de juiste waarden'der a, nodig; mocht U deze 





k 
niet gevonden hebben, gebruik dan a, = 5 55 
N.B. dit is niet het juiste antwoord). 
Opgave JEN 
Zij gegeven de functie f(x) = cos?x --Fle“ + e *) 


op het interval I= [- 4n,+t Jl. 

Neem aan dat de door berekening verkregen ‘waarden van cos x, e” 
en e°“* sen factor 1 + E‚ verschillen met de exacte waarde. 

Neem bovendien aan dat } exact gerepresenteerd wordt. 

a) Wat is de maximale absolute fout (antwoord in de geest van 


c.E) in de geëvalueerde functie f op het interval I. 


me lt 


mr 
eì =zu,g 


NeBe # £) 
2) Hogere machten van & mag U VerRaarlOZen 
b) Toon aan dat de functie f een En voudig BRE heelt, 
e) Zij g een functie die in a een on -voudig nulpunt heeft, en 
die met een maximale absolute fout € op een Anterval En om 
a geëvalueerd wordt. | 
Ga na dat voor de straal ô van het onzekerheidsinterval van g t.o.v I 
de volgende relatie geldt 


k 
k. € 
s0 a) 


Oo» 
à 


Hint : Taylor. 

d) Bereken m.b.v. c) een schatting voor net onzekerheidsinter- 
val van f t.o.v. I= [- Am, + Anls 
N.B. Mocht U in onderdeel a) geen antwoord gevonden hebben 


reken dan met c.E; c constante. 





Opgave de 


Zij gegeven de volgende multistep 


ed — & 
X t hla f, + (1 -a)f ‚ll 0SasS<1 


Xn n= 1 | 


a) Bepaal de locale discretisatiefout van deze multistep. 
Wat is de orde van deze multistep ? 
Is deze multistep stabiel ? 


C) Toon aan dat bij deze multistep en de dvgl 
x' = PX + glt) (p E R) 
de functie a Ch) (zie b.v. (k.14) uit aanvullingssyllabus hoofd- 


stuk IX) gegeven wordt door 


n 
_ 1+hp(1-a) 
a = ( 1-hpa 


d) Toon aan dat ee begrensd is uniform in n en h zolang nh <T (T vast). 


e) Toon nu aan dat als 


* . 
(x de ware oplossing) en eQ en e, naar nul gaan dat dan e 
n n 


uniform in n en h naar nul gaat voor nh < T (T een vast getal). 
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(Vroegere titel: toegepaste Analyse) 


Prof. Dr. A. van der Sluis. 
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Mathematisch Instituut 
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te Utrecht. 





De symbolen 0 en o 


Zij a een reëel of complex getal en laten f en g functies zijn ge- 
definieerd op een gereduceerde omgeving @® van ad, en zij gf oop ®. 
Def.1 We schrijven f = O (g) als lim supl£! < oo , 
brard 0e} 8 

| Xa 
Def .2 We schrijven f = og) als lim 7 = OC, 


xd 
We laten de index a meestal weg. 


Eig.1 f = 0 (9) (ao) (|f| < Clg| op gered. omg. van a) 


+ | + 
Eig.2 O(£)-0(g) ocl£l+lgl) 


Eig.3 als f‚g = o(1) dan (A+O(E)) (1+0(8)) = 1+0Clfl+|g|) 


Eig.b als f = o(1) dan EE * 1+0(£) 


et EE NT _ a 
Bewijs van e1g-b: Tia 1 T+a 


Gevolg van eig. 3 en bt: 
; 5 1+0(f) _ | 
Eig.5 als f‚g = o(1) dan TOE) = 1+0lfl+lgl) 


Dezelfde eigenschappen gelden met o i.p.v. 0. 


Voorbeelden 

Ox?) t Ox") = Ox*) voor ä= 8 
Ox?) t Ox") = Olx*) voor a = © 
xdorxP) = O(xP*Y) voor a = 0 of ec 


O(É)/OCg) = ? 3 2 
KAKI) -x1-EO KX") 


sin(x)-=x cos(x) 6 2 
Voor a = Oo = = 
xlcos(x)=1) zl X LO Cx“) 
13405) 2 
_ 3 ‚es 2 1400x) _ 2(440(x2)) 
= = sy 5 
zK2+OCXS) 3 1+0Cx ) 3 


Î. 





Opmerkingen bij TA, (3.34) i/m (4.39) K-| 


Lees eerst (3.41). Zie prent. 
De tweede wortel x, is im het geval 
van de prent zwaar negatief. Bijge- 


volg: 








ile, 
|! 
x 
x 


dus b? > |uacl, dus /b2-tac = |b|. 

N.B. Dit is geen aanbeveling om bij het rekenen x, maar gelijk te 
stellen aan 2 of /b?-bac maar door | b | te vervangen, want dat 
zal meestal een ontoelaatbare fout veroorzaken; het gaat ons er 


hief alleen maar Om een schatting te maken van de grootte van 


vb2-hac. 


Lees nu (3.35) t/m (3.39). Hierin staat een globale beschrijving 
van wat er aan de hand is.In de volgende opmerkingen worden aller- 


lei punten nader aangestipt. 


Foutschattingsfilosofie. Stel dat men voor een grootheid die in 
werkelijkheid 12.345 is, door uitvoering van het een of andere 
numerieke proces de waarde 12.356 krijgt. De echte fout is dus 
0.011, dat is ca. 0,1%. Het is weinig zinvol op te merken dat de 
fout eigenlijk 0,08748...% is. Bij het aangeven van een fout is 
men eigenlijk voornamelijk in de orde van grootte geïnteresseerd. 
Het is interessant te weten dat de fout 0,1% is en niet 1%, het 
is veel minder interessant te weten dat een fout 0,1% is em niet 
U LSD. Niettemin betekent dit laatste een onzekerheid in de fout 
van 50% van de fout. Blijkbaar kan een onzekerheid in de fout 
van enkele tientallen procenten van de fout ons niet zoveel sche- 
len (let op: dit is heel wat anders dan een onzekerheid in de fout 
van enkele tientallen procenten van het antwoord: dat zou immers 
betekenen dat een fout van 0,1% begroot zou kunnen worden op bijv. 
20%, en dat willen we natuurlijk niet). 

Vandaar dat we ons bij het schatten van een fout rustig on- 
nauwkeurigheden van ettelijke procenten van de fout zullen permi= 
teren. Dit nu maakt de analyse in (3.35) relevant: de fout 


(Ce/b2-hac)/2a wordt, zoals nog zal blijken, ep wat procenten na 


U, 


E 


Nur & 





oke 


gegeven door eh/?a; de waarde va: Xx, Is op wat procenten na ge- 
lijk aan =e/b; de relatieve fout is derhalve op wat procenten 


van de relatieve fout na eb“/2acs 


De uitdrukking ie (zie (3.35)? werdt niet aanbevolen als werkeliijk 
goede benadering voor Xx, maar wordt gegeven ten dienste van de 
foutschatting, en beoogt dus slechts op eem aartael procenten na 
gelijk aan x, te zijn. Maar verschillen B en Xx, inderdaad slechts 
een aantal procenten? Daarom iets naders over deze af leiding. 


Volgens de binominaalreeks is voor kleine t 


\ L } 
Ziet = (dt) = 1D ECS. 


waarbij, zoals bij iedere Taylor ontwikkeling voor "kleine! waar-, 
den van het argument, de fout kl:in is t.o.v. de laatst meegeno- 


men (van O0 verschillende) term. (zie Spie Ada 


mn mmm jn Dern rn min 4 il 


Grafische allustratie hlerwan: | 


het stukje 1-5t-/1-t is klein let 


t.o.v. het stukje St en de ver- 






houding gaat naar 0 voor t naar 


Í pmm 
0, | vri | 


Dus geldt im 43,35: 5 1 


ee PE: Va. | 
(ber me fia & (pep (1-228C1+6)) 7 2a 5 
pb? > 





pe 
n 


Hi 


-E(148) met |êl & 1, dus inderdaad verschillen 


fe . 
Ee EN B slechts een tractie Ô. 


b 
stelling Taylorreeks: als f op cen omgeving van a minstens k maal 
continu differentieerkbaar is geldt voor x op die omgeving: 
e= 4 k 
dd ami knel wed k) 
FGO =P) + ER re RE, rlr Dn + LE ee) 


on 


I-3 


waarin & een onbekend getal is, dat echter tussen a en x ligt. 


Derhalve, als we f(x) benaderen door fla) + Se f'la) dan ma 


ij. 
a)? 
a) f"(E) en als f'(a) # 0 mogen we dit 


schrijven als [SF fall SE ers 


(want continu) op omgeving van a blijkt dat de fout voor kleine 


ken we een fout 


], waaruit wegens f' begrensd 


x-a Inderdaad klein is t.o.v. de laatst meegenomen term 2 f' (a). 


Toelichting waarom X, wel relatief nauwkeurig bepaald wordt als 
we bijv rekenen in de getalverzameling Q, (3.12) 

- bf wordt krachtens (3.14) met een kleine relatieve fout belast 
—- bac idem 

- wegens b? > hac is het ware verschil van de berekende waarden 
van b? en bac dan ook met een kleine relatieve fout belast (voor- 
beeld: zij de exacte waarde van b° gelijk 100, en laat de bereken- 
de waarde een fout hebben van hoogstens 0,1%, dus de berekende 
waarde van b° liet tussen 99.9 en 100.1; Zij de exacte waarde van 
bac gelijk 1, en laat de berekende waarde een fout hebben van 
hoogstens 0,2%, dus de berekende waarde van bac ligt tussen 

0,998 en 1002; dan ligt het ware verschil van de berekende waar- 
den van b° en bac tussen 99.9-1.002 = 98.898 en 100.1-0.998 = 
99,102, en beide waarden liggen slechts ca. 1% van het verschil 
99 der exacte waarden van b° en bac. 

N.B. We hebben hier voor het gemak fracties 0,1% en 0,2% genomen 
l.p.v. de bij het rekenen in Q, optredende fracties in de buurt 

1 (zie (3.14). 


— als het ware verschil van de berekende waarden van b? en bac 


van 10 


niet reeds in Q, zit, volgt afronding met weer een kleine rela- 
tieve fout | 

- dus de berekende waarden van b-bac heeft een kleine relatieve 
Fout 

- de vierkantswortel uit een getal met een kleine relatieve fout 
heeft ook een kleine relatieve fout: /pl1+8) = (/D)14$), zie 
opm. 4 

- volgt weer afronding van /b?-bac, geeft weer kleine relatieve 


fout | 
— nu wordt berekend =b + /bf-lac, en wel met "+ als b > 0 en met 


ttals b > 0 (we zijn immers de absoluut grootste wortel XxX, aan 


Pe 





W'-u 


het berekenen); dit komt neer op het optellen van twee positieve 


getallen, en als deze beide een zekere relatieve fout hebben 
heeft de som een hoogstens zo grote relatieve fout (weer getal- 
lenvoorbeeld nemen) 

-— afronding na optelling geef i weer kleine rel. fout 

-— idem afronding na deling door 2 en door a 

= ook al is de lezer (als hij nog niet afgeknapt is) nu wellicht 
overtuigd, het verhaal is toch niet erg kwantitatief; wel een 


kwantitatief verhaal vindt men in 6 U, maar dat is niet eenvoudig. 


Toelichting waarom als x, bekend is met een kleine relatieve 
fout, (c/a)/x, een waarde geeft voor x, met een kleine relatieve 
fout (21e (Sed), Dt steunt op opgaves (3.42) 
alita)b(1+8) = ab(i+tatBgtaB),;dus relatieve fout in produkt is 
atBtaB, en krachtens onze foutfilosofie zeggen we dat dit circa 
a+B is (bijv. a = 1%, B = 1% dan a+B+aB = 2,01% =S 2%). 

al1+a) 


- Br 


Evenzo BÜTEE) gal ee = alto) en rel. fout 


B 
A+B 
N.B. a en 8 kunnen elk teken hebben, dus hier staat niet dat het 


quotient een kleinere relatieve fout heeft dan de beide operanden. 


= org Tap. 


Derhalve als we (c/a)/x, uitrekenen bijv. in Qj (zie (3.12)): 
c/a krijgt hoogstens een relatieve fout Ba, bij deling door 


XxX, komt daar de relatieve fout in Xx, bovenop, en afronding geeft 
7 


3 


nog eens een relatieve fout 2.10 ‘ erbij. 





Aanvulling op toegepaste analyse (7.2) en (7.5). 


(7,5a) Stelling. Zij f continu op la,‚bl, zij Pp, een sup=norm BB van 


van f uit Ps zij En lf-nl Dan zijn er getallen Ky Xjes X42 


Ela,bl zodat f(x.)-p_(x.)=(-1) FE voor alle i of TO kde 
| ni n | n 


voor alle ì. 


Bewijs. We noemen de getallen xela,bl waarvoor fCx)-p_ (Xx) zE 
pluspunten, de getallen het fCx)-p, Cx) erE, minpunten. 

Plus- en minpunten samen noemen we e=punten (e van emerald. 

De verzamelingen V‚, en V_ der plus- en minpunten zijn gesloten. 
Aisfunct man Ento (alnEyzo valker mich bempaan ) 


Voor het bewijs van de stelling gaan we een rij segmenten 


construeren, [xgoYylolxjsyvglee.es ALK SY SY. Sb, zodat 


2 

a) elk segment minstens één e-punt bevat 

b) alle e-punten in segmenten met even rangnummer pluspunten 
en alle e-punten in segmenten met oneven rangnummer minpun- 


ten zijn of andersom. 


Als er n+2 van zulke intervallen bestaan, zijn we klaar. 


We zullen deze rij segmenten zelfs zo construeren, dat de eind- 
punten van deze segmenten e-punten zijn, en er geen e-punten 
buiten deze segmenten liegen. 


De verzameling e-punten is niet leep. 71j Xi het kleinste 


e-punt (bestaat op grond van afgeslotenheid van V, en V_), en 
zij dit voor het gemak een pluspunt. Als er ook minpunten zijn, 


is er een kleinste,x,, en zij v, het grootste pluspunt < X 5 


2 dl 


(bestaat weer). 





(7.2a) 


Als er nog pluspunten > X zijn, is er een kleinste, Xz» en zij 


yy het grootste minpunt < xj ete. 


Stel nu dat er boven x, geen e-punt van andere soort meer 


k 
is, en neem voor Y‚ het grootste e-punt, en zij k <n+1 (evt. kz1), 


Kies tussen yy en x, een punt z,» tussen Yj en xj een punt z, etc. 


3 2 


t/m Zi 


Dan geldt links van z,: TENSf-P‚SEn: tussen z, en Z: 
ne etc., en TEL<f (zj) -p (zj) SE - 

Beschouw nu alxdelzj-x) (zj TP « Dan is q links van 
z, positief, dus geldt daar f-p_-eq<E, voor €>0, en voor e klein 
genoeg geldt ook nog "En Sf-p reg. Evenzo is q tussen Z, en z, 
negatief, dus …E_<f-p_-€g voor e€>0, en voor e klein genoeg geldt 
ook nog f-p =EI<E Etec. Dit gaat ook nog door voor kz1 mits 


men dan q(x)=1 neemt. 
Hiermee is aangetoond, dat er een € bestaat zodat op geheel 
7 pn < an < ° . . ® . 
a,b : E‚ sd (p,*£q) Es en Pp +E EP. Maar dit is In strijd met 
de aanname dat E_ de kleinste verschil=-norm is bij benadering 


van f door polynomia uit P_- 


Stelling. Zij f continu op [a,b]. Dan is de sup=-norm BB van f 


uit P_ uniek. 


_ es _ 
Bewijs. Stel Pp, en q, zijn twee sup=norm BB's uit Po: Dan ook 
PSP ad Dus zijn er punten KX See CX 4D zodat fer, ,) 
2(-DDÌE of (-1)Ì*À F_ voor alle i, met E_=lf-p 1. 

n n n n 
Wegens fOejd-p, xj) | SE» fx) -an ej) IE, moet dan wel gelden 


Pr xjdranlx;der(x;). Dus Po en An vallen samen in n+2 punten, 


zijn dus identiek. 





WN 
Ge drag Íruver corhjpel. ln COVergir Ai Veurwen ehs en 


All pa, Kllrrnren, — Kâle spee 
Lel > ayr0 
Ön 
Ù " pel (das p abo cont.) Oa. Írtwenbdr= 
Se salkejar = O4) 
B fel Oehaat- 2, ALI, Cmt. p zowat | If- plck <E, Egg 
Òug /4 Alk) ero (lx) = - [po cker) + Jlrao-gteenllsds 
é alt harm 1 abo. nearde Onder EEE ee k Foot gent. 


ett 
LDEL > a = olp) 


Comongent 
Fi tent, Cn Mi. Beraad varnkk =D eed Corr 
bus Ape: aa f Cendlig ad AUS JEN ben brede MGA ke tok 


als f' Cerrkasd 
f0r4) Pl = olie ) tuf inX => Cf Cr 


Begpeerncle Parnt Wil zeggen: van ehle rj xyerer … €[a6] 
2 IPlo)-fogdl< M, MI au. mende rj | 
bbarlwurr Cord wl Ziggi Aj elbee Evohonrt Le, Â>o Zodat 
voert Che ny KI< MLK de mit 2 [Xi Aaa] <d geldt 
> |F Gr) — Fac) €. 





uk Weg of gere (Ou) 

(a) Null, <C Haljoe vore fanchis u bebat Chebrgehas Omforerduc. 

(£) Zas f, v-da pantaal dn va FE eek We fenn ef) Cor Na Ae 
€) (Og -Gall, 0 veer en cmt 


(dh) IP fh, — ki Alde —@nl2 


€) Ale! per  IF- gnl e C alanalikaa Ì 
(£) @)4(e)s IF-e, 0 
GD) OHD IF -Lall> 0 

(2) +) fg 





in Eenvoudiger inleiding tot interpolatie 


25 Inleiding. Vaak heeft men een functie in tabellarische vc rm 


26 


€261) 


(25,2) 


gegeven, en wenst de functie te kennen voor een waarde van het 
argument die niet in de tabel voorkomt. In zo'n geval zal men 
de gezochte functiewaarde door interpolatie trachten te 


verkrijgen. 


Interpolatie is een veel beter proces dan de meeste mensen 


denken. Beschouw hiìv. nevenstaand tabelletje Xx sin (x) 
van de ‚sinus. Stel eens dat we sin (37°) niet 35° 0.57358 
gekend hadden en deze door lineatre interpo- 36° 0.58779 
latie uit sin(36°) en sin(38°) hadden willen 37° 0.60182 
bepalen. Dan was er gekomen 0.60173: het- 38° 0.61566 
geen slechts 9 eenheden van de vijfde deei- sa 0.629 


maal verschilt van het ware antwoord. 


De interpolatiefout loopt snel op bij het verlengen van het 
interpolatieinterval (en daalt dus snel bij het verkorten: ). 
Bijv. heeft sin(37°) 
sin(35°) en sin(3e®) al een fout van 37 eenheden van de 4 he 


door lineaire interpolatie bepaald uit 


de deeimaal. 


In dit hoofdstu}. bekijken we o.a. hoe de interpolatiefout 
afhangt van de lengte van het interpolatie-=interval. We be- 


kijken ook andere interpolatiemethoden. 


„Lincaire interpolatie. We bekijken eerst lineaire interpo- 


latie. Lineaire interpolatie tussen de argumenten a en b 


wordt gegeven door de formule 


px) = fla) + Lf(b) - f(a) 


X=-cd 
b-a 
hetsecen men kan omvormen tot 


(x) = Pd fla) + (x=a) f(b) 
P Ì b-a 


. eri « e 
Uit de formule van Taylor valrt, als f een continue 2” af- 
geleide heeft: 


fla) = F(x) + (Ca-x) f'(x) + (ax)? ECE D/2 
£(b) FCX) + (Dex) f'(x) + (bex)? ENE D/2 


1 


Invullen in (26.2) geeft 


(26.4) 





Vr 


| | (x=a) £'(8) + (p-x) F'(É 
a | | Da kT 
EEE & LNE Ter ten En We ne SEE SEN vS a 


“ 
en de factor aangeduid met « ie niets anders dan een ge- 
wogen gemiddelde van f (EB) er: ÉNE), dus een waarde tussen 
f (EE ) en (6) in. Er is dus zeker cen £ tussen a en b 
zodat * = Ê°(E). Derhalve hebben we de velgende belangrijke 


stelling voor de Interpolatiefout: 


stelling. Als f ap (a,b) een continuc twgede afgeleide iwaeft, 
en p(x) is het resultaat van lineaire Art=rpolatie op (ea;d), 


dan is er een & op (a,b) zodanig dat 


fe" E 

EGO - pO) = (ea) oen) EE 
Nu Js voor x tussen a en b de uitdrukt ing (x-a) (x=-b) ir 
absclute waarde zo groot meselijk als x midd.n tussen a en b 
ligt, en deze maximale waarde is dan blijkbaar 1(b-a)°. 
Derhalve: 
ĳtelläng» Bij Adneaare Anterpoiatide is de fout maximaal 
1 f“(E) (b-a)f 
Ö 


Voor ans voorbeeld met sin (x) (zie 25) socldt dat f(x) 


Ed hd EE.) es a Pel Ld - PSS 
waer Sîh (x} Ia, dus fYE) = û,ë (zie takel) als as 36 mn 
O Ds À ' n n : 
b = 38", Voorts b=a = 2 * zr radiaal. is: uitdrukking 2r 


(26.3) wordt dan > 0. 00097. 


Se 


Uit stellin (26.4) ziet mcn nog het interessante resultaat 
dat de interpolatiefout 4 X maal zo groot wordt als men het 
interpolatie Anterval 2 maal zo lang meurt, Analoog voor # 
maal zo klei, uit klopt ook met onze ervaring in 25, 


27 Hogere orde interpolatie. 





Grafisch kont lineaire interpo- 





latie erop neer det we de funetie 
f_ vervangen door de functie p 
waarvan de prafiek de rechte is FID Alet 

die de bij a en bt behorende punten var d> grafiek van f ict 


clkaar verbindt. 


Nu 1s een weuvhte lijn geen bij 


zonder goede benadering van cen 





kromme, en men zaì dan ook be 


ke Padd 


KAP 


CEB) 





V-3 


tere pesuitaten verwachten wanneer men f benadert door aen 
functie q waarvan de grafiek ven kromme is die 3 punten met 


de grafiek van f gemeen nenfs. 


De senvoudigste funetie die men daarvoor bedenken kan is 


een kwadratische functie: q(x) == dXx° +ex + g. 


Deze kwadratische functie is zelfs heel eenvoudig explictet 
aan te gaven: 


_ … (x-ce) (x-b) n (x=a) 5 (x-a) (x=) 
Or HETE) He) t TET TEE HOME 1) 


Dit is namelijk duidelijk een hoosstens kwadratische funetie, 
en qíx) = f(x) voor xza,b.c. 


\ 


Er is ook siechts êân kwadratische funetie q die aan onze 
koe 


GA Ade dat OP HOPE Jm Maas WP. Pan Zeu 


Lj 


eisen voldoet. 
blijkbaar geldin qlx) = rx) voor xza,b,es en dus 
gfx) = rlx) = 0 voor xza,p,c. Lehter qer 18 cen hoogstens 


2-de graad polynoom, en dat kan geen 3 nulpunten hebber: 


Algemener heeft men zo de volgende stelling: 


stelling. Gegeven de punten Kor Mennes X (niet noodzakcliijk 
vquidistant) ern zen funetie f, Dan is er precies één polynoom 


p van de grad koogstens n zodat px; z Ex) rn Wam We 


Ken spreekt nu van n-de orde: interpolatie. 





Voor de interpolatiefout geldt een analogon van (26.3). 

Alvorens dit te formuleren spreken we af dat we onder "het 

interval Cok ores)! zullen verstaan het interval met 
+ i 


als linkereindpunt het kleinste en als rechtereindpunt het 


spootste van de beschouwde getallen. 


stelling. Zij p als in (27.2). Dan bestaat er voor elke x 


cen & in het interval OXX oee aks) zodanig det 


£tD pe) 
f(x) =— px) = BE CT DEAN xx DO es erk) 


mits f op het beschouwde interval een (n+1\-ste afgeleide: heeft. 


Het bewijs van dese stelling is niet zo eenvoudig, en vc zaten 


V-q 


het daarom achterwege. Merk op dat het blijkbaar niet nodig 
is dat x tussen de punten XrjoeeeX in ligt; hij mag er ook” 


buiten liggen. 


(27.4) Opgave. Ga weer in het tabelletje van 25 na wat de fout bij 


‚ kwadratische en derde orde interpolatie is. 
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Het is nu ook niet meer zo eenvoudig de maximale waarde 
van de Tout op een gegeven interval te bepalen. We schetsen 
daarom in fig 27.3 t/m 27.7 de grafiek van (x-0)(x-1)(x-2)...(xen) 

voor achtereenvolgens n=1,4,3,4,5. De relatieve 
extremen van deze functies worden telkens aangenomen in de 
buurt van de punten 5. 5e 5 etc. en men kan de waarden van 
deze extremen hieruit in goede benadering bepalen; Ze zijn … 
er in de prent (zonder teken) bij geschreven. 

Stel nu dat we de fout bij derde orde interpolatie in 
het tabelletje van 25 willen bepalen. We hebben dan te maken 


od 
met fig 27.5. Evenwel, omdat de x,‚ nu op afstand b SE adi 


aal van elkaar liggen, en er bk factoren zijn, zijn de waarden 
van (x-xXo)(x-x1 )(x=-xa )(Xx=X3) nu 574 11.106 maal zo klein als 
in fig 27.5. 
Als we dus nemen xo= 35°, X1 = 36°, Xa = 37°, x3 =38°, dan 
peert p(%) voor x tussen 36° en 37° een fout van hoogstens 


CH 
IN  0.6/11.10° < LZ o.ns11.10t= 1. 107° 


(27.5) Opgave. Ga na hoeveel maal zo groot of zo klein de interpola- 


C27 BJ 


(27.6) 


28, 


CABLE) 


(28.2) 





KTA, 


Opgave. Ga na hoeveel maal zo groot of zo klein de interpolatie 
fout ongeveer wordt als inen het interpolatieinterval verdubbelt 


of halveert. 


Opgave. Ga na hoe ver men in een tabel voor sin (x) de X 3 uit 
elkaar kan leggen als men met derde orde interpolatie een fout 
< 107” wil hebben. 


Uit fig. 27.5 t/m 27.7 ziet men dat men bij interpolatie op 
equidistante punten vooral bij hogere graads interpolatie mag 
verwachten dat de interpolatiefout in het midden van het inter- 


polatie interval aanmerkelijk kleiner is dan bij de randen. 


Praktische uitvoering van interpolatie, Lagrange coëfficiënten. 


In (27.1) zagen we voor het 2-de graads interpolatiepolynoom 
een expliciete voorstelling. Algemener geldt zo dat m.b.v. de 
n-de graads polynomia 
HEN e Cx) sss Ork) erk) «ee rx) 

K Oo) ss Ogen d yen) * «On ) 
n 
k = O,ls.ssn,; dat E£ dak (x) f(x) het n-de graads interpolatie 
k=0 | | 
polynoom op Xo see Xr is. Men noemt dit de Lagrange representatie 
van het interpolatiepolynoom en de LP Go heten de Lagrange 


coefficiënten. 


Ï 
Opgave. Bedenk een efficiënte rekenwijze om de Lagrange coêffi- 
cienten te berekenen. 


(a) als de x, willekeurig zijn 


k 
(b) als de Xie equidistant zijn, d.w.z. Xi * Xo + kh, h een 


vast getal. 


In het equidistant geval (zie 28.2) geldt, als we nog 
stellen Xx = Xn + ph dat be (x) afhangt van k, n, m en p‚ maar 
niet van h. Voor dit geval zijn tabellen van de Lagrange cocffi- 
ciënt voorhanden. Aie bijv. Abramowitz - Stegun, Handbook of 
Mathematical Functions (Dover, New York, 1965) p 901, voor n = 3. 


Deze tabel ziet er als volgt uit: 


NUMERICAL ANALYSIS 


FOUR-POINF LAGRANGIAN INTERPOLATION COEFFICIENTS 


. 
en Ek 
oo 


Ld 
Mm MI NI NI Det Bed jol jd pd Dt ed Bed jd jl oo ooo 


se spseep 
hd TD 000 O0 Un DN DO OB md Oe UI En WIN hl OO md Or UI En Aad NJ et 


spee ssp 


me Keke ke en} 
hd Id ® 


Kee ee Ke 
.  « e ee 


Kd 


ne ee} 
. 


Aad Kad Ka a La) PININ NJ 
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ooo ooo ooo ooo Soo 
Ll Id Ld « id Ld Ld bd hed Ld hd hd Ld Ld id Ld Ld Kd . 
\aì 
ee) 
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0, 00000 
-0. 00328 


| 


00 
35 


-0, 00646 80 


-0. 00955 
—0, 01254 


-0, 01543 


45 
40 


75 


-0, 01823 60 


„0, 02094 
-0, 02355 
-0, 02607 


0, 02850 
-0. 03083 
„0. 03308 
—_0. 03524 
0, 03732 


0. 03931 
—-0, 04121 
0, 04303 
0. 04477 
-0, 04642 


-0, 04800 


-0, 04949 


„0, 05090 
0, 05224 
-0, 05350 


-0, 05468 
0, 05579 
0, 05683 
-0, 05779 
„0, 05868 


_0, 05950 
-0, 06024 
—_0. 06092 
„0, 06153 
-0. 06208 


0, 06256 
-0, 06297 
-0, 06332 
0. 06361 
-0, 06383 


„0, 06400 
„0, 06410 
„0, 06414 
„0, 06413 
-0, 06406 


0, 06393 
-0. 06375 
_-0, 06352 
—0, 06323 
-0. 06289 


-0, 06250 
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20 
15 


Ajtp)= (ki? 


Âo 
1, 00000 


0, 99490 


0, 98960 
0. 98411 
0. 97843 


0. 97256 
0, 96650 
0, 96027 
0, 95385 
0, 94726 


0. 94050 
0, 93356 
0. 92646 
0. 91919 
0, 91177 


0, 90418 
‚89644 
‚ 88855 
. 88051 
‚87232 


‚86400 
‚85553 
‚84692 
‚ 83818 
‚ 82931 


‚ B2031 
‚81118 
‚80194 
‚79257 
‚78309 


‚77350 
„76379 
„75398 
‚74406 
„73405 


‚72393 
‚71372 
‚70342 
‚69303 
‚68255 


„67200 
‚66136 
‚65064 
‚63985 
0, 62899 


0. 61806 
0, 60706 
0, 59601 
0, 58489 
0. 57372 


0. 56250 
Â1 
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So ke | 


pp-I(p-2) 
(RAIN 2) Np —k) 


0. 


o oocoo ocococo ooo 
er MHP PHPPP PPPLP PPPSP SSP SSS sooo Sos 


Â1 
00000 


A2 


0. 00000 
„0. 00166 
0. 00333 
-0. 00499 
—-0, 00665 


—0. 00831 
-0, 00996 
-0. 01160 
-0, 01324 
—_0, 01487 


-0, 01650 
0, 01811 
-0, 01971 
-0, 02130 
—_0, 02287 


-0, 02443 
-0, 02598 
-0, 02751 
-0. 02902 
-0, 03052 


-0, 03200 
-0, 03345 
-0, 03489 
-0, 03630 
—_0, 03769 


-0. 03906 
-0. 04040 
„0, 04171 
-0. 04300 
-0, 04426 


-0, 04550 
-0. 04670 
_0, 04787 
-0, 04901 
-0, 05011 


—0. 05118 
-0, 05222 
„0, 05322 
-0, 05418 
-0, 05511 


—0. 05600 
-0, 05684 
-0, 05765 
-0. 05841 
-0. 05913 


0, 05981 
-0. 06044 
-0. 06102 
-0, 06156 
-0, 06205 


-0. 06250 
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Table 25.1 


1. 00 
0, 99 
0. 98 
0, 97 
0. 96 


0.95 
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P A4 Ân A1 Az 

D 00 0.0000000 1.0000000 0.0000000 0.0000000 1.00 
0.01 0), 0032835 0.9243005 0.0100495 =00016665 0,99 
dU -0625000 0.5625UUU 0.„5625000 „-0.062500 50 


Hiermee krijgt men bijv. 


sin (37.01°)= -0.0032835 sin (36°) + 0.9949005 sin (37°) 
+ 0.0100495 sin(38°) - 0.0016655 sin(39°) 


sin (37.99° )z -0.0016665 sin (36°) + 0,0100495 sin (37°) 
+ 0.9949005 sin (38°) — 0.0032835 sin (39°) 


Gedeelde differenties. 


De methode met de Lagrange coêfficiënten is althans in het 
equidistante geval handig voor het werken met een tafelreker- 
machine als men een tabel van Lagrange coëfficiënten ter beschik- 
king heeft. Dit geldt trouwens ook wel op een computer omdat an 
het equidistant geval de Lagrange coëfficiënten zich nogal eff i- 
ciënt laten berekenen (zie (28.2) ) (het opnemen van een tabel 
van Lagrange coefficiënten in het computergeheugen is, zoals het 
opnemen van alle tabellen, onaantrekkelijk; geheugenruimte is 
duur). 

Een bezwaar is dat men van te voren moet weten hoeveel punts 
interpolatie men moet uitvoeren. Weliswaar denkt men dit uit 
(27.3) op de wijze van (27.6) te kunnen uitvinden, maar het bepa= 
len van een grens voor een hogere afgeleide van een functie | 
pleegt een moeilijke zaak te zijn. De vierde afgeleide van een 
functie die niet een polynoom, een sinus of een arctan is pleegt 
een gecompliceerd geval te zijn. | 

Men zou daarom wel graag ven methode willen hebben, waarbij 
men de interpolatiegraad meteweinig werk kan verhogen, en waarbij 
men tevens een indruk krijgt van de fout, die er telkens over- 
blijft. Een ambitieus programma, waarbij we het niet-equidistante 
geval niet zullen vergeten. We beginnen daar zelfs mee. 

Zij dus de rij Xo > Xi» Xasee. niet noodzakelijk equidistant, 
Wat we graag willen is dat het n-de graads interpolatie rolynoom 
verkregen kan worden door aan het (n=-1)-ste graads interpolatie 


polynoom een term toe te voegen. 


V-é 


ú 
Zar muf het (n-1)-ste praads interpolatie polynoom van 
n=-1 
en pn 
n-1 « “ 
Xos-+esXje Dan is £ Cx) - fj) een hoogstens n-de graads 


5 OB Ae ae en ge het n-de graads interpolatie polynoom op 
polynoom dat de waarden 0 aanncemt voor XY = Xo s Xt sees X 
« « 

Derhalve is f_ (x) - f__j() deelbaar door (x=-xo) (xx)... (xXx ) 
en is (vanwege de graad) het quotiënt een constante. Dus 

“ Kd 
Eid e= £ (xXx) + alx=-Xo)... XX ), en kennelijk is a eenvoudis 
n n=Ì a d n=1 
de coëfficiënt van Xx in fx). 

T- „…alve: 


(29.1) Definitie, Voor alle n > 1 stelt flag s.- a) de coëfficiënt 
van x° voor in het (eenduidig bepaalde) interpolatie polynoom 


van f op de punten ao;..:;ä, (we schrijven a; en niet x, om de 


mogelijkheid open te houden dat bijv. ao = X3 5 A1 =X2 5 â2 * Xá 
ete. ). 
Merk op dat deze definitie ook nog opgaat voor n = 0 als we 


natuurlijkerwijze onder het O-de graads interpolatiepolynocim in 
ao eenvoudig f(ag) verstaan. 
Door nu het bovenstaande toe te passen voor n = 1, 2, 39. 


vindt men: 


(29.2) Stelling. Het n-de graads polynoom f_ van f op de punten 


Ko sere oXnd is te schrijven als 
| 
(29.3) EER) z f(xXo) + Cx-xo)dfxo, Xi) + at (x-ko dsg DECK eeen) 


Het probleem is nu natuurlijk de uitdrukkingen ECXa nee sXj) 
te bepalen. Daartoe schrijven we A op twee manieren op, en wel 
de eerste manier door aan de punten Xos:-;X._5 achtereenvolgens 
de punten x__4, en Xx, toe te voegen, de tweede manier door aan de 
punten Xo ;..->Xn.2 achtereenvolgens Xn EN Xn toe te voegen. 


Men krijgt dan 


* 
(2) f(x) 2 f 20) + Kog Da se pt AD oet ps Bi? + 
+ xrxo ds sexe) Arx ng fo ses 5) 
(29.5) ú € 5 en 
f(x) 5 fz) + (x-Xo)... (xXx og fare e rs Xngs ks + 
+ (x-xo ds Ork) rx Fo seen Xr) 
Bijgevolg geldt: 
PONG eenn zeis — FLR) 
(EACS AWI 
n XX 
n n=1 


Dus 


E28, AD 


(29,8) 


(29,9) 


(29,10) 


2911) 





f(x) == ECx5) 


X1 —” X0 
El f(Xo Xa) — f(xa Xi) 
X X X Too 
9 nl A2 X2 “Xi 


etc. Men noemt de uitdrukking fo pse nx) daarom n-de gedeelde 
differentie. Dus f(xo,xi ) is de eerste gedeelde differentie. 

Een heel belangrijke eigenschap, die onmiddellijk uit defi- 
nitie (29,1) voortvloeit is dat f(x, Xn) een symmetrische 
functie van zijn argumenten is, d.w.z. dat de waarde van 
FCX, ox) niet verandert als men zijn argumenten permuteert. 
Dus bijv. is f(Xo see ex) z FLN sekse.) B fOxs er sXa). 


Hieruit volgt dat naast (29.56) algemener geldt: 


telling. f(xo sees sx) krijgt men door het verschil van twee 
(n-1)-ste gedeelde differenties die n-t punten gemeen hebben te 
delen door het verschil der beide andere punten, 

Dit stelt ons in staat de gedeelde differenties stelselma- 


tig te bepalen. We geven dit schematisch weer in (29.1C). 


X0 f (xo ) 


Ê (xn 2 Xt ) 


Xi fx) F(Xo Xi Xa ) 
f(x1 „Xa ) f (Xn ‚Xt 5X2 ,X3 ) 
Xa f(x2) f (Xi ,X2 9 X3 ) 
| f(x3 ,X3 ) | ECKr arai 4d 
X3 _ f{x3) Í(X2 ,X3 Xa ) 
F(x3 „Xa ) 


X4 f(xq) 


waarbij men de gedeelde differenties telkens bepaalt uit hun on- 
middellijke buren links boven en links onder. 

Hiermee is Één punt van ons programma gerealiseerd: het 
kunnen verhogen van de interpolatiegraad. Hiertoe moet men dan 
nl. in (29.10) een schuin naar boven lopende rij toevoegen. 

Ons tweed punt is een indruk van de fout te krijgen. Viter- 
aard geldt voor elke keuze van ha © XO rees sXjg dat 
£ Ge) = fx). M‚a.w.; voor wvlke n en elke f geldt 


F(x) = f(Xo) + xx If (xe ‚Xi ) Feet Cx-Xo de Oxerx DECK pn X ) 
+ Cxrxo ds es Orr dE Oo oe ee pks) 
Ef gl) + boen daneen DFC ens Arg std. 


Dit vergelijken met (27.3) geeft: 





V-10 


(29.12) Stelling. In het interval Og oeren) is er een £ zodat 
Cn) 
£ ) 
f (xe gees Xn”) = Es) 


Deze stelling geldt natuurlijk in het bijzonder voor x = X,… Dus: 
als ee) langzaam verandert is de fout na Bred ongeveer gelijk 
aan de term die men aan £__, moet toevoegen om B te krijgen (d- 
zgn. eerst weggelaten term). 

Maar hoe weet men of se) langzaam verandert? Zeker weten 
kan men dit alleen door mathematische analyse van de functie f;, 
en dat is vaak ondoenlijk. Wel kan men zich een zeker vertrouwen 
hd Shaan LS Mots aar 
Kia? oXian) = f (6; DS Mi 
) en het zou bij snel varierende 


verschaffen door te kijken of fx; oX544 
weinig verandert. Immers f(x,» 
7 e „5 N : et ’ 

ds en 6: Oxi sXi4ge Rd en 
f (E) wel toevallig zijn als FCX oe ee sX3 ) langzaam verandert. 


id ri 
Maer het kan wel, bijv. als f(x) = sin (x) en Xi 5 ker. Dan zijn 
f en al zijn gedeelde differenties 0. 
In feite is het vertrouwen dat men zich op deze wijze ver= 
schaft van dezelfde soort als wanneer men meent dat een functie 
waarvan in fig. 29.1 een aanta} ounten gegeven zijn, even grafiek 


heeft als de getrokken lijn en niet als de gestippelde lijn. 


Lln 24.d 

Stel nu dat men wenst te interpoleren in een equidistant ge- 
tabuleerde tabel. Zij bijv. 0, 0.1, 0.2, ... de rij der argumen=- 
ten, en laat men f(x) wensen ti kennen bijv. voor x = 3,274. et 
ligt dan voor de hand te kiezen xe =z 3.2, Xt = 3.3, etc. Op 
deze wijze krijgt men uit (29.3) Newton's voorwaartse formule. 

Ben merkt echter op dat naafmate men úwer tefmen aan (29.3) 
toevoegt, het punt x verder van het midden van het interpolatie 


interval komt te liggen, en dat is niet zo gewenst (zie 27, einde). 


Men voorkomt dit door bijv. te kaezen Xe = 3e2s Xt 23.3, Xa = 3.Â, 
Xa = 3.4, Xs = 3.0 etc. Dit mag, want we hebben nergens aangenomen 
dat de rij % 4 5 5e. een stijgende rij zou zijn: Men krijst dan 


kt €29, A)! 


EEKE 





Well 


EG) z F3). F3. 2,33) H(X- 3.2 (K-3. IEI. 2,3. 3,3. 1) 
ete. Dit is de formule var Gauss. Merk op dat f(3,2, 3.3, 3,1) het- 
zelfde is als f(2.1, 3.2, 3.3), zodat men de benodigde gedeelde 
differenties kan aflezen uit net zo'n tafel (29.10) als waarmee 


men de voorwaartse formule van Newton bepaalt. 


(29.14) Opgave. Onderstaand is een tabel voor sin (x) gegeven waarbij Xx 


met Q.l radiaal oploopt. 


sin (x) 

0 
0.0998334166 
0.1986693307 
0.2955202066 
0O.3894183423 
0.4794255386 
O.5646424733 
0.6442176872 
0.7173560908 
0.7833269096 
O.8414709848 


ee 00 ea DE H 


OO OO MO Nd DD A EE OW ND 


Bepaal nu met de formules van Newton en van Gauss sin (0.45). 


De juiste waarde (in 10 decimalen) is O.43496553U1. 





AANVULLING DICTAAT TOEGEPASTE ANALYSE HOOFDSTUK IV 


Benaderde integratie 


We zullen steeds aannemen dat alle optredende afgeleiden van functies 


bestaan en continu zijn. 


daj ECR) = Én) + Rr) 5 Én het Lagrange interpolatiepolynoom van f 


op de punten Xo »---»Xyjr Dan 1S 
b b b 
(1) SÉ(x) = SEN) + Í Ria) 
a a a 
Aangezien jn te schrijven is als (zij maar even N = 2) 


CX =Xi JX =X2 ) Ees à é (x =Xo JX =X2 ) Blind 4 (Xx =Xg JX =X4 ) ECS 


(2) 
(Xxo SK ) (xo ae ) (Xx == X0 ) Cx1 =X2 ) ( x3 =X0 ) Cxa _ KA ) 
(zie (16.1)) geldt 
b N 

Kd eha = L w,fCx) 


waarin W; de integraal van de factor is waarmee Ex) in (2) is 


voorzien. Derhalve zijn de w. onafhankelijk van f. Men noemt 
EwiElx;) de bij Xo»--->Xy behorende interpolatoire kwadratuurformule 


b 
voor ff(x)dx. 
a 
b N 
Eigenschap 1e He geldt J@{x) = 5 w‚glx;) voor elk polynoom g € P 
a _& 
ee HS Bai re 
Bewl Â ge Pi dan 1s g identiek met zijn interpolatiepolynoom 


uit Pl Dit geeft ons de mogelijkheid de gewichten Ww; te bepalen zonder 
de ongelukkige factoren uit (2) te hoeven integreren: als men 

0 ” EN 
1 ela) = 2 w‚glx;) opschrijft met glx) = 1,Xs;X seeesX dan heeft men 
ted linealre vergelijkingen met N+1 onbekenden Wi; (de determinant hier= 
van is altijd # 0, maar we tonen dat hier niet aan; bij het oplossen 


blijkt de onafhankelijkheid steeds vanzelf). 


Voorbeelden: N == ll, M's U, WM = d 


idx = Wo + Wi 
> Ws S= Wi = À 
Wi 


À 
1 

ef HX =s Wg.0 + wije = 
0 





N 2 2, Xo = is A = 0, X2 = 1 
i 
2 = fidx = Wo + Wi + Wz 
„] En _ Ly 
1 B 
0 = fXdX = =Wo + Wa 3 
ad | zl 
2 1 Te Wo SM SF 
zZz {Xx dx = wo + W2 


Dit geeft de gewichten van trap.regel en Simpson voor de intervallen 
[0O,1l resp l-1,1). Voor andere intervallen gaat het net zo, maar dat 


geeft vervelender rekenwerk. 





BEATS: N 
Eigenschap 2. Als 2 w; f(x) de bij Xo s-««>Xy behorende interpolatoire 
b __N 
kwadratuurformule voor f f(x)dx ÌSs dan is ES Ewsfly,h de BA) 
-a Ì 
a d 
Yos: ++ >Yy Pehorende interpolatoire kwadratuurformule voor J f(y)dy met 
Cc 
_ Ged de bc-ad 
Si” bea ji bra 
df bc=-ad 8 
Bewijs: Met de substitutie y = ps X + Dig gaat f fly)dy over in 
Cc 
Ee Í F(x)dx. Dezelfde substitutie voert ook het ene interpolatiepoly- 


noom over in het andere.f 


Deze eigenschap ziet er ingewikkeld uit, maar er staat in feite niets 
anders dan dat de gewichten evenredig zijn met de lengte van het interval 
en dat de steunpunten in de beide intervallen gelijkvormig liggen. 
Hiermee zijn (19.1) en (19.2) bewezen. 

Verrassing. Bij Simpsen (waar men op grond van eigenschap 1 slechts 
exacte uitkomsten voor hoogstens tweede graads polynomia mag verwachten), 
krijgt men ook nog de exacte waarde van de integraal voor derde graads 


polynomia. 


Bew1ljs: f R'da s Ù = ETD LE en 05 + ae 1 
RT -1 3 3 … & 
Dus integreert Simpsom 3e graads polynomia exact op [ -1,1Ìl , maar dan 


ook op elk ander interval omdat de in het bewijs van eigenschap 2 ge- 
bruikte substitutie derde graads polynomia in derde graads polynomia 


OEE VOEL « 


Afleiding der resttermen 


Aanknopend aan (1) en (3) zien we dat in ff(x)dx = Ew;flx;) t Ri 


voor de restterm Ry eenvoudig geldt: es 


b 
Ri = Eg eN 
waarin Rx) de interpolatie restterm is. 
BE is | EE (a) 
Trapeziumregel. Nu is Rial) = EEN (ker) xx, ). 


Hierin is de factor (x-x)(x-x,) tekenvast, zodat volgens de middel- 


waardestelling der integraalrekening geldt: 


D 11 Ft b 
R = f Ep) (Heij dinex dx = ed KEE Rr JR 
a 


n 2: 
a 
= 5 (b-a)3f''(E) voor zekere £ , aS< E< Db 
(men vraagt zich wellicht af of f!'''(E(x)) wel continu is op (a,b) 


omdat men niets weet van de wijze waarop E(x) van x afhangt; men 
bedenke echter dat Riyal) als verschil van twee continue functies 
zelf ook continu is, waaruit de continuïteit van f'''(&(x)) op het 
open interval (a,b) volgt, hetgeen voldoende is voor het mogen toe- 


passen der middelwaardestelling). 


Simpson. Nu geldt Kf je (xXx) (x-Xx)(x-X, )dx. Helaas is 
(xex (xx) (xy ) niet tekenvast en deze misère komt men vaak tegen 
als men kwadratuur resttermen wil bepalen. 

Leues Zàâd on het (niet-Lagrange) interpolatiepolynoom in P. van f 
zodat f(x.) a f(x), L * Usl,2 alsmede f'Cx,) = f'lK Ja Zie (15.4) 


voor de existentie hiervan. Dan geldt: 


n CH) 
f(x) = EO + n EON ex) Oek 2 aex) 


zie (15.6). Dus 
D b Bet} 
gE 3 kds + EE: CK Nr, JS Cxex, Ida 
Erk KE) = rw.f(x.) + niks 
Ì Á Ì Ì 


Wegens fe P geldt r Ear = lw.f(x.), zodat 
b 3 ar CH), 5 1 
SfCx)adx = bwflx,) + aas Carp lamn WS Cn, JR 


el 
an hierin 18 CER, MENE IS Chem) nu wel tekenvast. Derhalve 


(U) b 
f (CE) al (U) 
R_ = ne. Se NC oJ Ca JAN Sa (b-a)°f (E) 


Derhalve, met Xi 5 % Bahr 





A1 3 
(u) Trap. regel ff(x)dx = EED + f(x, )} -— EEE) 
Xo 
: dae EE: h° (4) 
(5) Simpson ff(x)dx = zlfCxodthfCxij)tfCxadl — 55 (E) 
X0 
Repeterende formules. Een kwadratuurformule is zelden nauwkeurig 
genoeg om op een interval van enige lengte een redelijke benadering 
van de integraal af te Leveren. Men verdeelt dan het interval in 
een aantal delen en past de kwadratuurformule toe op elk daarvan. 
De op deze wijze gevormde kwadratuurformule noemt men een 
repeterende kwadratuurformule. 
Als weer Xx; = Xotih en b-a = nh krijgt men 
Db D 
(6) Trap. regel ff(x)dx = hlEf(xo)ltflxidtf(lxa)dt +f (xd taf lx) 
a | 
Ee vn 2 tt 
zz (b a)h?f'!'(E) 
waarbij de hier gegeven restterm als volgt verkregen is: in eerste 
' : … . n 
instantie krijgt men hem in de vorm _d REEF! '(E.), a EE Laa 
12 1 dl. ed sd E 
ee | 
bohter ás DE CErd als gemiddelde van een aantal waarden van een 
continue Fmêtie zelf weer een waarde van deze functie, dus 
n 
EE 66) = nf''(E), aSE<b; substitutie van n = (b-a)/h levert 
dan het wesultaat, Lvenzos 
d b h : | 
(7) Simpson aid 5 zifxodtkfld flat) + GEE FEE 
_Â _ Lel) 
TEO (b-a)h*f (E) 


Opmerking 1. Men ziet hieruit dat, als f'' resp { 


het 


GET 


als n even is (N.B. bedenk bij de afleiding van de restterm dat het 


aantal intervallen waarin (a,b) verdeeld is, jn is). 


U) 


weinig varieert op 
integratieinterval in kwestie halvering van h bij de trap. regel 


ux en bij Simpson een 16x zo goed resultaat geeft. Dit is niet in 


strijd met de indruk die men uit (4) ern (5) zou kunnen krijgen, nl. dat 


ct 


val, 


Bx en S82x is: immers in (4) en (5) halveert men het integratie inter- 


en moet, om de oorspronkelijke Integraal te berekenen dan ook nog 


eens de kwadratuurformule op de andere helft toepassen. 





Opmerking 2. Men ziet tevens dat voor h > 0 nec vesulcaat van de 


kwadratuurformule nadert tot de ware integraal. 


Gauss formules 


Onze beschouwingen gingen er tot dusverre van uit dat ind w;f(x;) de 
‚… gegeven waren. Als we echter een formule zoeken zodat 


b N 
„fo dx = Zw; f(x) bij gegeven N exact 1s voor zo hoog mogelijke 


graads polynomia f (we hebben het gevoel dat dit gunstig is voor de 
nauwkeurigheid der formule; of dit zo is wordt in de syllabus wel 
beschouwd maar slaan we hier over), zouden we ook wel eens de W; en 
de x, als onbekenden kunnen beschouwen. Er zijn dan 2N+2 parameters 
in de formule, waarvoor men 2N+2 relaties krijgt als men eist dat 


gen, deze relaties zijn echter 


hij exact is voor f(x) = TET 
mogelijk niet-lineair, zodat het zeer de vraag is of ze wel oplosbaar 

zijn. Dit blijkt echter inderdaad het geval, en men krijgt zo de 

Gauss {(-Legendre) formules. Voor steunpunten en gewichten zlj men ver- 

wezen naar tabellenboeken. Bijv. (zeer aanbevelenswaardig) Abramowitz=- 
Stegun: Handbook of Mathematical Functions, Dover publ. 1965 ($4 voor 

1043 pag.) pag. 916. We vermelde slechits de restterm: als b-a = L dan 


geldt voor N+1 punts Gauss: 


2N+3 add ” | 2N+3 
Ry > L CON+1) 1) EC2N+2) pj „ Le6 L ECN+D) p) 
N 3 2N+2 
C2N+3) (C2N+4+2) EH) 4 (2N+2)! 


(dit laatste door Stirling toe te passen), a < £ s bs 


Opmerking: Als een kwadratuurformule éen restterm vän de gedaante 
pp) heeft als hij wordt toegepast op een integratie interval (a,b) 
dan is de restterm dze" pfd) (e) als men hem toepast op een interval 
(ed). Dit blijkt door toepassen van de substitutie gebruikt in het 
bewijs van eigenschap 2. Vandaar dat men in resttermen steeds tegenkomt 


Krier), 


Ì 
Getallenvoorbeelden. In onderstaand tabelletje geven we de restterm weer 


| Tr 
als men ter berekening van fsinbx)dx ven zeker aantal punten tnvesteert 
3 0 


it: trap., Simpsen evn b=punts Gauss. 





trap Simpsor: beits Gauss 
5 BUDES -i.4joTl =5i0=3 1.210=7 
9 Punss -3.510 2 -31o0 Tb 1.210 =10 
1 punts -9,0-3 =210=9 leZrn=ig 


Opvallend is dat 5 punts Gauss enkelvoudig toegepast reeds zo'n goed 
resultaat geeft, alsmede dat halvering van het interval bij 5 punts 


Gauss de nauwkeurigheid zo snel doet toenemen. 


Convergentie. 


In opmerking 2 hierboven zagen we dat bij repeterende kwadratuurfor- 
mules convergentie optrad als we maar steeds vaker herhaalden. 

In plaats hiervan zou men ook eens kunnen proberen door eenmalige 
toepassing van steeds hoger orde interpolatoire kwadratuurformules 
steeds nauwkeuriger resultaten te bereiken. 

Hier geldt echter dat convergentie precies dan plaats vindt als de 
sommen der absolute waarden der gewichten per zo verkregen kwadratuur- 
formule een gemeenschappelijke bovengrens hebben. Dit nu blijkt niet 
het geval te zijn in het voor de hand liggende geval dat men de steun- 
punten equidistant kiest (de zgn. Newton-Cotes formules). Hiervan wor- 
den de gewichten op den duur sterk positief en negatief. Het gaat 


echter wel goed bij de formules van Gauss. 





(27e LL) 


Aanvulling Syllabus Toegepaste Analyse 


Deze aanvulling komt in de plaats van (27.11) t/m (27.15). 


Ofwel n.……. = 6) nn 
1+1 2f\n) ii i-1' 


| 
Zij A = ee en zij f eontinu in a. Dan geldt voor elke 


B > [Al dat |h;,,l < Blh;||h;_;| voor elke i waarvoor [h;\ en 
[h;_4! kleiner dan een zeker getal 8 zijn. Voor de rij (k; } 


gedefinieerd door k; = | Bh; | geldt dus k;,, $ kjk;_, als k, en 


k < 8! = Bô, en we mogen wel aannemen ê' < 1. Als dan reeds 


Lal 


kj en k, < 8! dan geldt blijkbaar k, > k, > kj >... We vragen 


ons nu af hoe de rij {k; } daalt, en bestuderen daartoe de rij u; 
= k 


die voldoet aan Uisj = UjUi-gs Up 5 ko» U4 en waarvoor dus 


12 
geldt k; S u; Logarithme nemen geeft 
laa Ve Wed S 0 met Yv, = log Uss Vg log ko» Tj 5 log k,- 


Deze betrekking voor {v;} is een zgn. ‘drieterms recurrente betrekking 
en alle rijen lv; } die eraan voldoen laten zich eenvoudig aangeven 


met behulp van de wortels A = $(1+/5) = 1.6 en u = F(1-/5) = -0.6 


van de zgn. karakteristieke vergelijking xi-xel = 0. Voor deze 
wortels geldt nl. ain bet re Sekel = 0 en 
ne Dg Seg & = 0, zodat elke rij (v‚} met Pi > aA +Bur, a en B 


willekeurige constanten, aan de recurrente betrekking voldoet, 
Omgekeerd is echter elke rij (vs; } die aan de recurrente betrekking 
voldoet op deze wijze te schrijven, want neem maar a en 8 zo dat 


a+B = Vv aA+Bu = vj en overweeg dat een rij die aan de betrekking 


oo’ 


voldoet volledig bepaald is door twee opeenvolgende elementen 


ervan. 


Er geldt dus Uy & aA +8ut. Dan is Eea | = Be Sk) en dit 
Eb U 
gaat naar 0 voor 1 > © wegens u © 0.6. Dus lim log u z 0, 
Loo u. 
ded 








n dt À 
zodat u; = (1+0(1))us_4- 


Derhalve [h;l < GEEIEDDT: ie LPDR Ia Op soortgelijke wijze toont 


men aan [h,| > eon “ih ls en voor hj en h, klein genoeg 
liggen B en C willekeurig dicht bij A = f"(a)/2f'(a). Men kan 
zelfs aantonen [n; | = (itol1DAÊln,IÀ, waarmee men dan ziet 


dat het proces exact de orde A = 1.6 heeft 


Opmerking. Bovenstaande methode om alle oplossingen van een 
recurrente betrekking voor te stellen m.b.v. machten van de 
wortels van een karakteristieke veelterm is algemener toepasbaar. 


Voor details zie men 5£12.2 van de syllabus. 





(1.1) 


C 1.3) 


( 1.4) 


C 1.5) 


STELSELS LINEAIRE VERGELIJKINGEN 


1. Principe van Gauss eliminatie 


Het stelsel heeft de vorm 
D, 


ar 1 Xi t mense + Ai nn 


bn 


Ant Xi + veesee + ännXa 


en luidt dus in matrix notatie! 


met A z Ca;+) ‚ de ecoëfficientenmatrix 


b ä. ‚ cen gegeven kolomveetor 


Xr 
X JE | ‚ de gevraagde kolomvector. 


De eliminatie methode van Gauss komt in principe hierop neer: 
verdrijf x1 uit de 2° t/m n° vergelijking door elk van deze 
vergelijkingen te verminderen met een geschikt veelvoud van de 
eerste vergelijking; verdrijf op analoge wijze x32 uit de 

3° t/m n° verrclijking mbv. de je vergelijking etc. Tenslotte 
heeft men het stelsel teruggebracht tot een stelsel met drie= 
hoeksmatrix, waaruit Xn triviaal oplosbaar is, substitutie 
hiervan in de (n-1)-ste vergelijking levert onmiddellijk 

Xj-j Cte. 


Vanzelfsprekend loopt Gauss-eliminatie mis als as = O0. Aìgemener, 


hak aangeven de matrix van het 


stelsel dat ontstaat na eliminatie van Xi (dus ACD) . A) dan 
(Kk), 0, Wanneer echter het oorspron= 


als we bij Gauss-eliminatie met A 


loopt het proces mis als a 
kelijk stelsel onafhankelijk is kan niet gelden dat 


ik t/m Er alle 0 zijn. Men bedenke hierbij dat 
/ . * ef \ 

AC) van de vorm [ge Á \ is en dat det A = det Ad), 
| & ej 
\a rn 4 


t 


Derhalve: Als A niet singulier is kan men tijdens het elimi- 


natie proces de vergelijkingen steeds zo omnummeren dat a 0. 


(1.6) 


(1.7) 


CleS. 





IN 2 


Men komt zo tot de volgende algoritme: kijk, alvorens Xi te 
elimineren of a #0 is, en zo niet, zoek een 


a , i == k+1,...‚n ‚ die niet 0 is, en verwissel de i-de en 
pH . 


k-de vergelijking. 


De gebruikte elementen bie 


het zoeken van een as die niet 0 is plus het vervolgens 


noemt men de pivots (=spillen) en 


verwisselen noemt men pivoting. 


)Opgave. Stel dat tijdens het eliminatieproces steeds ae 0. 
U weet datddtentueel na vernummeren inderdaad zo is mits 
det (A) # 0. 
Ga na: det Az ad) 


. ADE wand knne alge CDs 


m het aantal rijverwisselin 


Practische Uitvoering 


(.2.,1)Bij Gauss-elimninatie wordt het stelsel Aczb stapsgewijs 


(222) 


getransformeerd naar stelsels AT) ep U) 


k=lseees Nn , waarbij 
men voor k=sn op een driehoeksstelsel uitkomt, 

In de praktijk voert men gewoonlijk eerst alle transformaties 
van de matrix A uit en berekent pas later de corresponderende 
transformaties van het rechterlid b. (we zullen straks zien 


waarom). 


Stel dat de elementen van matrix A in de rekenmachine zijn 
opgeslagen in een vierkant array an 
In feite voert men dan alle operaties uit op dit array, 
waarvan we de elementen aanduiden zullen met: cij 
In het begin geldt dus: 

(1) 
ij=. 1 
na het elimineren van X4: 

hl „2 

1} ij 


C s 


etc 
We houden ons voorlopig niet bezig met pivoten, dus nemen 


aan dat steeds ae 0. 


ER „3d 


( 2.4) 


( 2.5) 





VN 3 


Nu is het niet erg intePésant in de eerste kolom van C, 
voorzover onder de diagonaal gelegen, al die nullen op te 
schrijven die door het elimineren van x, ontstaan. | 

We weten toch wel dat op die plaatsen van aC2) nullen staan, 
en kunnen die plaatsen van C wel voor iets anders gebruiken. 
{en plaatst nu in C ‚4 (Ìr2geas sid het getal 


ae 


Kn > 
A1: 
i.e, de factor waarmee men de eerste rij moest vermenig= 
B ‚. @  « 
vuldigen alvorens deze van de i” rij af te trekken. 
Evenzo plaatst men in de benedendiagonaalelementen van de 


tweede kolom van C de getallen 


Hia PS dia 7 (2) (i=3,...sn) 5 


(2) 


dus de factoren waarmee men de 2° rij van A moet 
vermenigvuldigen cn Ko uit de overige vergelijkingen 
te elimineren. 

Etc, 


Na afloop ziet C eruit als in de nevenstaande figuur, 


waarbij de u's juist de uu uu uu 
elementen van de uiteindelijke _m uu uu u 
driehoeksmatrix uzA(P) ZIjn; | mm uu u u 
en de m's de elementen m3 | mm mu u u 
voorstellen, ifet de getallen mmmmu u 
m3 kunnen we nu het rechterlid mmmmm u 
van het stelsel saan transformeren ( vgl. (22,1)) 

Beni Tw vi 

b 2 5 b; > m; 4 P4 i 22 

bi = ha - IM B i 23 


Het is nu wel duidelijk waarom we eerst alle transformaties op 
A en daarna pas die op b hebben uitgevoerd( val. ( 2,1): 


als er meerdere stelscls zijn met dezelfde A, maar met 
verschillende b, dan hoeven we de operaties op A slechts 


éénmaal uit te voeren. 





VI 4 


nnee 


( 2.6) In het algeimneen zal natuurlijk vel gepivot moeten worden, 
stel b‚v, dat voor k=3 voor het eerst a, “ 0, dus a{320 


en zl) al 0. 
. (3) e e 
Dan willen we In & de 3” en de 5” rij verwisselen, 
maar de vraag, Is wat we dan met de m's in de 1° en 2° kolom 


van C moeten doen. 


Ge na dat als we in C de rehele 3° en 5° rìj verwisselen 
(dus óok de m's op die rijen) we precies dezelfde matrix C 
krijgen als wanneer we in de oorspronkelijke matrix A de 
3° en 5° rij verwisseld hadden. 

Als later nog eens a nul blijkt te zijn, maar ng * 0 


. «> e  . 
verwissel dan weer de gehele k” en r” rij van C, enzovoorts. 


( 2,7) Opgave. Verifieer de bovenstaande beweringen, 


( 2,8) De na Gauss=eliminatie met pivoting resulterende matrix C 
past aldus bij een rij-gepermuteerde matrix A, en we moeten 


het rechterlid dus aan dezelfde permutatie onderwerpene 


3. Numerieke Uitvoering 


(3 .1) In de eerste stap Gauss = eliminatie wordt bij de 2° t/m n° rij een 


vector in de richting van de eerste rij opgeteld. Als deze vector 
“groot! is t.o.v. de rij in kwestie (b.v. als a klein t.o.v. 

B terwijl de overige elementen van de 1° en i® rij dezelfde groot- 
te orde: hebben, dan heeft deze rij na bijtelling 

bijna de richting van de eerste rij m.a.w. in deze situatie wordt 

het stelsel bijna - afhankelijk gemaakt. Aangezien men kan ver=- 
wachten dat bijna - afhankelijke stelsels gevoeliger zijn voor 
perturbaties (en daarmee wellicht ook voor afrondfouten) dan niet 


bijna = afhankelijke stelsels is dit ongewenst. 





(3.2) Voorbeeld van bijtelling “grote rijvector!!: 
ii _ 
10 Xy + Xy 5 1 


X1 + 2x) = 3 


Rekent men in 4 decimalen drijvende komma dan luidt het stelsel 


(3 .3) 


(3 .4) 


(3 .S) 


( 3 6) 


na 1 stap Gauss eliminatie met aj als pd wort : 


107 XK. FP Ka S Ì 
A. 5 
—-10 Xj 5 m0 
Zodat Xg 5 1 en X4 5 Es 
De exacte uitkomst (afgerond op b&b decimalen) zijn echter 
Xn) 7 1 en X 4 5 ke 


Had men echter an 4 als pivot genomen dan was alles goed gegaan. 


Het ligt dus voor de hand als eerste pivot niet zo maar een ali) 


te kiezen, die # 0 is (zie ( 1.6) ), maar er naar te streven dit 
zo te doen dat de t.g.v. het eliminatieproces bij een rij opgetel- 


de vector niet groot is t.o.v. deze rij. 


Dit kan als volgt gerealiseerd worden. 


Vermenigvuldig alle vergclikingen met zodanige factoren dat in de 
coëöfficiëntenmatrix elke rij ongeveer gelijke norm 8 heeft 
(in een willekeurige, maar vast gekozen norm). 

: (1) (01) i | (1) 8 _ 
Neem nu als pivot a 1 met [2 u Es max jag | (zie 1.6) en ver 


Id . € Ed id & 
wissel de eerste en de 1” vergelijking. 


Ga na dat bij de eliminatie van x, aldus bij elke rij een vector 


wordt opgeteld van hoogstens norm 8. 


Het brengen van de matrixrijen op ongeveer gelijke norm noemt men 


rij - equilibratie. 


Opmerking. Wanneer men in een ongeëquilibreerde matrix het abso- 
luut grootste kolom element als pivot neemt, behoeft dit niet het 


beoogde effect te hebben. (Ga na). 


(3 7) 
(3... 8) 
(3 ..4.) 
(3 io) 
(3 14) 
(3 .i2) 
En 


Tj 6 


Bij de eliminatie van Xa ,-«« volstaat men met pivoting (dus hier 
het zoeken van de absoluut grootste Hr ‚ i > k, plus de bijbe- 
horende verwisseling van rijen) en laat men equilibratie achter- 


wege. 


Dat het climinatie proces ook zonder tussentijdse equilibratie 
tstabiel" is (in die zin dat bij de rijen van de oorspronkelijke 
matrix geen willekeurige grote combinaties van de overige rijen 


worden opgeteld) kan men als volgt inzien. 


Stel dat de vergelijkingen reeds zo gerangschikt staan dat tij= 





id voor alle k, d.w.z. dat de pivot steeds op 





dens het ie zonder tussentijdse rijequilibratie 
max 





ok Ik ki 
de juiste plaats verschijnt en geen rijverwisseling nodig ÌS. 
Zij pt) de i“ rij van Alk) . 


„() ontstaat uit ek door bijtelling van een vector 


1 Ld 
(j) | 
Ë. le; 3 & 1. (i > k) 


Met er ziet men in dat de bijgetelde vector een norm 

& (2 11) B heeft __, hetgeen voor grotere 
waarden van k erg kan opl“pen. (Rekenen we b.v. in 13 decimalen 
dan kan blijkbaar voor k 2 40 ri geheel ondergaan in wat er bij 
wordt). In elk geval is w*t er hij een rij opgeteld wordt begrens: 
En in werklijkheid zal het natuurlijk zeer zeldzaam zijn dat 


k=1 
inderdaad # £ Cn „(3 = (2 en -1)6, Metu iel Kun 


3=1 
Overigens is een goede vergelijking tussen het proces met en zon- 


der tussentijdse equilibratie moeilijk, en nog niet 


_ uitgevoerd. 


termen amhad mes eeN 
mr gen mn 





13) Het hierboven beschreven proces, waarbij men alleen aan het be- 


gin equilibreert en pivot op de aangeduide manier is wel het 
meest gebruikte proces om vergelijkingen op te lossen. Men noemt 
het: Gauss = climinatie met equilibratic en partial pivoting 
(partial in tegenstelling tot complete, welk geval men niet het 
absoluut grootste element in de aan de beurt zijnde kolom op= 
zoekt maar het absoluut grootste van de hele nog te bewerken 


rechtsondermatrix). 


Gl dd 


KL 2) 


GERD 


(1.4) 





Numerieke behandeling van differentiaalvergelijkingen. 


1. Probleemstelling bij differentiaalvergelijkingen. 


Een voorbeeld van een differentiaalvergelijking: 


EK ee ze 
Ee t-X 


Hierin is Xx (zoals verder steeds) een onbekende functie van t. 
Ter bepaling van de oplossing schrijven we (1.1) als ee tE 8 Le 
vermenigvuldigen links en rechts met et en constateren dat er 
komt Tr Ce tx) = ett, zodat etx = f ett dt (via partiële inte- 
gratie) et(t-1) + CC, zodat x = t-1 + C a C een willekeurige 


constante. 


De oplossing is derhalve niet eenduidig bepaald. Men ziet dit 
ook met een oogopslag als men 

het richtingsveld beschouwt (zie 
fig 1.1) waar men in elk punt 
(t‚x) van het (t‚x)vlak een lijn- 
stukje tekent waarvan de rich- 
tingscoëfficiënt met de waarde 
van het rechterlid van (1,2) ter 


plaatse overeenstemt. De vraag 





naar oplossingen van de differentiaalvergelijking wordt nu de 

vraag naar krommen die ie elk punt aan het daarbij behorende lijn- 
stukje raken, en men ziet meteen dat er vele van zulke krommen ZL Fe 
Zodra men: echter voor een punt t, de waarde x(t) vastlegt, is de 


hele oplossing bepaald. 


Algemener beschouwen we nu 


A8) 


(16) 


Cls 7) 


CdJ 


CA.) 


de LO 


Clet1 





dx 


dt 7 ER Es x € IR’ 


op te lossen voor t € I = [E‚» tE, + T) , waarbij x(t) gegeven is. 


Dit noemt men het beginwaarde probleem voor deze dvgl. 


Een voldoende voorwaarde opdat het beginwaarde probleem althans 
op een omgeving van t, precies één oplossing heeft, is dat op 
een gebied Q in het (t‚x)vlak dat het punt CED so) bevat, geldt: 


a) f continu 


b) f Lipschitz in de tweede variabele, d.w.z. er bestaat een con- 


stante L zodat voor alle t‚x en X waarvoor (t‚x) en Ctx) 5 WH: 
| ny Ay 
ÉCtsx) — fltEsx) S Ljx-x| 


In dat geval loop te grafiek van 
de oplossing binnen Q&Q minstens 
van rand tot rand en vertakt zich 


daar niet. 


Echter, al is het gebied @ nog zo 





groot maar wel begrensd, dan nog 


hoeft de oplossing niet op geheel I gedefinieerd te zijn. 


Voorbeeld. TE = E. x(0) = 1. Het rechterlid is Lipschitz op elk 


begrensd gebied, echter bestaat de oplossing x(t) = ern slechts 


tot t = 1. 


De oplossing is wel op geheel I gedefinieerd als Q 2 Ix R. 


Derhalve (ga na): 
Als de dvgl. linear is: 


e= = l1(t)Xx + blt) 


(1.12) 


bled 


ble 1) 


(LZ 


(2.3) 


(2.4) 





k-3 


met l(t) continu en (dus) begrensd op I en b(t) continu, dan 
bestaat de oplossing op geheel I voor elke waarde van x(t): 
Voorts is bij (1.11) elke oplossing te krijgen door bij een 
bepaalde oplossing van (1.11) een geschikte oplossing van de 


homogene vergelijking 


dx 
EE 
op te tellen (zie ook de oplossing van (1.2)). 


s IKEIK 


Wij zullen verder aannemen dat het bewuste beginwaarde probleem 
inderdaad een unieke oplossing x* op I heeft, en dat het gebied 


Q uit (1.6) de grafiek van x* bevat. 


2. Stelsels en hogere orde differentiaalvergelijkingen. 


Bij een eerste orde stelsel van p differentiaalvergelijkingen 


gaat het erom p onbekende scalaire functies Adha te bepalen 
zodat 
© Ê‚ (t, … 6) 
Ests ) 
ep > Sp 
met gegeven mh Ook nu is weer onder omstandigheden het 


beginwaarde probleem op te lossen: Etos ttg) gegeven. 
Formeel loopt dit geheel als in (1.4) wanneer men daarin voor 
XxX een vector functie neemt: Xx = EE Sk Ook (1.6) gaat door 
mits men daarin de modulusstrepen door norm-strepen vervangt. 


Ook (1.10) gaat door, waarbij men nu voor 1(t) een matrix neemt. 


Een p-de Oorde differentiaalvergelijking heeft de gedaante 


(PJ _ „{pri) 


u 2 S(tsusu' se ) , ue R. 





Eme 


X-4 


Deze is tot een stelsel eerste orde dvgln. terug te brengen 


door te definiëren 


es p 
(B) XxX = (Es Boers Br 
| T 
(2.6) ECT) 5 CE» Epos ber” ECP: pas sesb) 
Dan is automatisch 6: z ui, Blijkbaar mag men dan voor (2.4) 
als beginwaarde probleem de waarden u(t), uitg krecen Pel 


voorschrijven. 


Voor de derde orde lineaire dvgl. 


u‘!!! + a, (t) u'' + a,(t)u' + ag(t)u Ss BEE 


komt er zo 


| ; / | / 
5 \ 0 | 1 0 \ / Ë 0 \ / 0 
| 


| 
+ | 0 
| | 
\p(t) / 
Ree 


(2.7) Wij zullen ons verder uitsluitend met 1e orde scalaire differen- 





Î 


gee Tg 
Sr 
Nn) 
en 


tiaalvergelijkingen bezighouden. Vrijwel alles gaat echter op 


volledig vanzelfsprekende wijze door voor 1e orde stelsels. 


3. Numerieke oplosmethoden. 


(3.1) We definiëren een stapgrootte h = T/N, N een natuurlijk getal. 


Met xn resp. Xx, geven we de waarde aan van de exacte resp. van 


een benaderde oplossing in het punt tt * nh. Een aantal op- 


losmethoden berusten op de opmerking dat 


sE 
+ f* Fle,m* dt 


CI EJ Xn = % 
t 
n=p 


(3. 


(3 


GR 


(3. 


(B. 


(3, 


(3. 


3) 


‚t) 


5) 


6) 


7) 


8) 


8) 





Nu geldt voor een willekeurige functie g € c1 bijv. 
Lon n° 
ini t 
lb glt)dt = helt _) +7 8'(E) tss & <t 


(integratie van het Oe orde interpolatie polynoom in t-1’ 


Door toepassing op (3.2) komt er 


2 


h Ik 
z= X* IE: hs + 5 X* CE)» Bey En < t 


* 
Xn ni n=1 2 n 


n 


Analoog krijgt men met een kwadratuurformule als erachter aangeduid: 


2 


* « … H k e s ì 
RS Bh Én DX CE) (O0 gr. interp. pol. in Ed 
* * 1 * * n° er : 

BS Br * hl fl + fra} “77 X CE) (trapezium) 


tit 
zm Kx + Jh[3f* =f* | & nx (E_) (1° gr.interp.pol. *) 
n=-1 n-?2 12 n R 
in t__4»tn.2) 


N e n° „nt 
Xn S Kin + Zh EL, + FX CE) (midpoint) 
5 
* — « pe * * * _ h ih . 
Xn 5 Xn-2 en PEN Dx CE) (Simpson) 


Hierin is he 5 Ê(t_s DE ete. Door in (3.4) t/m (3.9) de sterre- 
tjes weg te laten,en ook de termen met & „worden dan blijkbaar 
benaderde oplossingen van de dvgl. gegenereerd. 

Formules (3.4) en (3.5) duidt men wel aan als Euler resp. Euler 
backwards. 

Het valt op dat: 

-— de methoden niet alle dezelfde orde van nauwkeurigheid hebben 

- (3.5), (3.6) en (3.9) X niet zondermeer ateveren. omdat Xn 
ook in het rechterlid voorkomt. Deze formules heten daarom 


impliciet, in tegenstelling tot de overige, die expliciet heten. 


*) Dit interpolatie polynoom wordt van Belt tot t‚ geïntegreerd; 


dat is dus eigenlijk extrapolerend integreren. 


CS 


Cn 


(3. 


(3 


10) 


11) 


1) 


id) 





IX-6 


Bij de impliciete methoden bepaalt men x, meestal met successieve 


substitutie. Bijv. voor 363 


(0) 


Zij Xn ). Dan gene- 


(O0) 
= X 
n 


een beginschatting voor Xn (bijv. X 
1) 2) 
eo, ln, 
+ ECC, atd + ÊCE gn) Voor h klein genoeg 


n=1 
reert men X ce Gelke Ya 


(1+1) _ 
Xn 7 Xn-1 


convergeert dit: Tdi - sid In in Lix{+ mid (zie (1.7), 


n n 


zodat voor Jh L <q < 1 geldt Eede eld <t xD -xt0, als 

i > j, dus Cauchy's criterium is vervuld. De convergentie is zelfs 
snel omdat beginschattingen. als a Kad bij kleine stapgrootte 
uiteraard nogal goed zijn. De reden voor impliciete methoden is O.a. 
dat men op deze wijze interpolerend integreert, in tegenstelling 


tot expliciete methoden, waarbij men extrapolerend integreert, wat 


wel onnauwkeuriger zal zijn. 


De vraag of een hogere orde methode ook een nauwkeuriger antwoord 


oplevert, vereist nader onderzoek. Zie later. 
De verkregen benaderingsmethoden hebben alle de vorm 


XxX + Ol ame PF DO 


n 1 ii oel k Xn-k 


Zo'n algorithme noemt men een multistep of ook een k-staps methode. 


=h [Bf + ee: + Bfr 


Voor k = 1 staat er een onestep. 
EÀ Pak: © * * * Ee % * 
dij dS 5 (Rr HOE gp Ê ten & nek h[BjÊÉS+...+B frl} Dan 


heet Ö de locale discretisatiefout (ook wel truncation error). 
Zo is dus bij (3.6) de locale discretisatiefout - As xe (B. 

De reden voor het delen door h bij de definitie van locale dis- 
cretisatiefout is dat (3.12) eigenlijk t.o.v. de differentiaal- 


vergelijking met h vermenigvuldigd is. Dit is bijv. heel duide- 


lijk bij de regel van Euler: Xx, = X-4 * hf, oftewel x - X-4 * Es 


(3.14) 


(3 LE) 


(3.16) 


(H.,1) 


(U.2) 


(H.3) 


(ht.U) 





terwijl een benadering van de dvgl. eigenlijk zou luiden 


ER = Xn /P = f. De locale discretisatiefout geeft dus in 


feite aan hoe goed (3.12) de dvgl. benadert. 


Tot dusverre werd het begrip orde in een intuitieve zin gebruikt. 
We geven nu een definitie. 
Als x* voldoende vaak differentieerbaar is heeft Ô, steeds de 


gedaante cnPx4{Pt1) + ÓnPt is, Men ziet dit in door in (3.13) in 
2 “ t 


* = * … jh * (jh) & 5 Ee = * n 
t 3 LÁ | 
Xn a: Ln Xn + ….. Men zegt dan dat (3.12) van de orde p is. 


Het vervelende van multisteps is dat men er een startprocedure 


voor nodig heeft om Kgs reed te bepalen, aangezien alleen Xx, 


gegeven is. 


Opgave Geplaalst op pag 12 
u, Herhaling recursies. 


We brengen in herinnering: de relatie 


u + a, u + ee + ar u zb n= k;, k + 1;... 


heet een (k+i)-terms lineaire recurrente betrekking met constante 
coëfficiënten, inhomogeen als niet alle on = 0, anders homogeen. 


Een oplossingsrij (u; };>g is eenduidig bepaald door willekeurig 


aan te geven beginwaarden Ugs Ut 


Het homogene deel van (4.1) (d.i. alle b = 0) heeft een k-dimen- 
sionale lineaire oplossingsruimte. Elke oplossing van een inhomo- 
gene vergelijking is te kmi gen door bij een willekeurige oplos- 
sing van de inhomogene vergelijking een geschikte oplossing van 


de homogene op te tellen. 


(H,5) 


(4.6) 


(4.7) 


(H.8) 





X_é 


Z1j xk + a to. ta, 5 0 de karakteristieke vergelijking 


van (4k.1), en laten Ag sesssÂn de verschillende wortels hiervan 
zijn (met respectieve multipliciteiten goet v she dan is elke 


oplossing {u_} van het homogene deel van (4.1) te schrijven als 


n 
P 


| n 

. ee + 
uj a, (n)A, + Nid 
waarin a; (n) een veelterm in n van de graad u; 7 1 is (als dus 
alle wortels van de karakteristieke veelterm verschillend zijn, 


zijn DEREEEN: constanten). 


P 
We leiden nu een voor het vervolg belangrijke voorstelling voor 
de algemene oplossing van (4.2) af. 

Daartoe beschouwen we eerst (4h.2) eens voor alle gehele waarden 
van n (dus ook n < k). In het vervolg zullen we met lo} aan=- 
duiden de (nu voor alle gehele n gedefinieerde) oplossing van 


(k.2) met Db z= 1 voorn =z 0; b_ = 0 voor n # 0 en As 0 voor 
n < 0. Bijgevolg o de 


Dan voldoet de rij lo 
met b, = 1 voor n = q, b, * 0 voor n * q. Dan voldoet fu_} 
(u_}=bjlo,}+tb, lorb+ aan (4.2) met een willekeurige rij rechter- 


leden {b_} waarvoor b, = 0 als n < 0, en er geldt voor alle n 


a} (met als n-de element 0 ) aan (4.2) 


u z boo, +. + bo 


(voor n < 0 staat er een lege som en die is bij afspraak 0). 
We beweren nu dat er bij gegeven getallen Up ses sg getallen 


bs: Did bestaan zodat (4.8) klopt. De eisen hiervoor luiden 


ug z bo = bo zodat bo z ug 


c 
' 
es 
© | 


4 bo, +b49g zodat b, 


en 
u 


u Dgez*P4o4 + bo, zodat b, = u. … bo, — bo, 


(U.9) 


(u. 10) 


(h.11) 


(4.12) 


(4.13) 


(lh.1U) 





etc. We definiëren 


oz max(logl slo, ls. slog 1 en u = max([ugl,lu,ls-..,lu, |). 


Dan zien we tevens dat 
< 
bol Su 
|D, | < (1+0)u 
bl < (1+tot(1+0)o)u = (+0) Fu 
etc. 


Hiermee is dan aangetoond (we nemen nu (4.2) weer alleen voor n > k) 


Stelling. Zij {u_} een oplossing van (4.2). Dan zijn er getallen 


D D met [b_| < (1+o)Pu, 0 Sn <k-1, zodat (4.8) geldt 


gerak 
voor alle n > 0. Hierin zijn go en u als in (4.9). 


Voor de practische bepaling van de rij le} merken we nog op dat 


deze voor n > -kt1 ook gedefinieerd kan worden als oplossing van 


= > 

u, + aju-gteert Ap Unek 0 n > 1 
met beginwaarden U_j44 ° ……… 5 U_4 7 0, ug 4. Derhalve, voor 
het speciale geval k = 2, als A, en À de verschillende wortels 

_2 5 ei _ n+1 n+1 n 
van x + a,x t a, = 0 zijn, geldt 05 as) + as (zie (H.6)). 
Invullen n = 0 en n = -1 geeft 
„ nti _ ‚n+t1 ” 

S= Mg kg Og 7 Ape 

De eigenschap (4.8) drukt een superpositie principe voor rechterleden 


uit. De oplossing {a} geeft een soort invloedsfunctie: a geeft 
de factor aan waarmee de invloed van een zeker rechterlid na m 


recursieslagen wordt vermenigvuldigd: b, geeft een bijdrage 


q 


On-qPa tot u, en tussen het verschijnen van be en u, ZIjn juist 





(4.15) 


De 


(5. 


(5. 


(5. 


(5, 


C5. 


1) 


2) 


3) 


U) 


5) 


6) 


n-q recursieslagen verlopen). 


Een andere interpretatie hiervan is dat elk rechterlid D aanlei- 


ding geeft tot een oplossing van de homogene vergelijking voor 


"y ny ny 
> = ss ns =| l 
n >m met startwaarden U__i44 , Un-4 0, u_ b die vanaf 
n = m tot {u} bijdraagt. 
5. Foutvoortplanting. 
We bestuderen nu de verschilrij le}, Ee SAT Xn van een bena- 


derde en een ware oplossing van een differentiaalvergelijking. De 
algemene theorie hiervoor is niet eenvoudig. Wat er kan gebeuren 


wordt echter al heel aardig geïllustreerd door de simpele dvgl. 
xXx! = PX + g(t) 


te beschouwen. Het is geen beperking to, 5 0 te nemen, zodat t‚ = nh. 


We bekijken eens de methode behorend bij (3.7): 


1 = 
in kn + sh[ 3 f4 fl 


Hiervan (3.7) aftrekkend geeft 


_ ee 
==hê_ ( = 17 hx 


3 


3 t 
B (1+5 ph) es + sph e CE) 


n=? 


De karakteristieke vergelijking van (5.4) heeft als wortels 


aA 


| —_ J 3 3 2 a = 
Ag 20 = 3l1+oph + /(1+5Pph) 2ph} 
zodat 


ALC) = 1 + ph + O(h?) en A,(h) = Jph + on?) 


Voor de rij fo} (Zie 8 u) geldt nu (Zie (4.13)) 


(5.7) 


(58) 


(5.9) 





EX 


_ n+1 _ n+1 n 
oh) = O(h) A Ch) )/ A, Ch) A Ch) 


Als nu e, en e4 de startfouten zijn van de oplossing van (5.3), 


dan geldt dus (Zie (k.10)) 


e, = boon * bon 7 h{a _,ô, + e+ A, 


met [Dols lb! < (1 + 9) max (leg lsle, 1)» g = max Clojlslo, 1). 
Hierin hangen e) e4° bj» D» 0,» Os Ö, van h af, hetgeen we om 


notationele redenen niet hebben aangegeven. 


We kijken nu eerst wat er gebeurt als h * 0. Daartoe merken we op 


| 2 2 
dat A, Cm) 5 „in(1+pht+0(h )) „Ph+ (h ) Bus ie 


krtn = el P+O(h)Ih(n-1) = el P+OCH) En-1, Wegens 0 S$ t T is 


A, (nT dus uniform begrensd in n en h (d.w.z. er is een van n en 
h onafhankelijke bovengrens voor A, DPT. Voor h * 0 is 

[Ah < AD. Derhalve is de rij {(o_} uniform begrensd in n 
en h. Zij M een grens voor {o_}. 

Wegens (5.4) geldt derhalve dat in (5.8) de term 

[hí }| < MN max [hé | = MT max |s_| = MT 2 he max PI 
Deze term gaat dus als on“) naar OQ voor h * 0, uniform in n. 

Als nu ook e, en e, naar 0 gaan, gaat e_ blijkbaar naar OQ uniform 
in h en n, hetgeen een soort uniforme convergentie aangeeft van 


de benaderde oplossing naar de ware. 








(5.10) 


CSL) 





Xl 


Opgave 3.16 

Methode (3.12) is dan en slechts dan van de orde p > 1 als 
geldt: 

1 + Ay tees + A 0 


k + (k-1)a, t (k-2)a, +... + ag 5 Bj + «…. + Bir 


Deze eigenschap noemt men de consistentie-eigenschap. 





Het is niet zo moeilijk ej en e‚ naar 0 te laten gaan voor 


h > 0: nl. xp is gegeven, zodat men e, = 0 kan nemen, en e,‚ 


0 
gaat vanzelf naar 0 als men Xx, naar Xp laat gaan voor h *» 0. 


Zie echter (6.1). 


We kunnen (5,8) blijkbaar zo interpreteren: een discretisatie 
fout in de q-de stap gemaakt, manifesteert zich in de n-de stap 
als een In-q ME zo grote fout; met q = t/h en n = t/h krijgen 


we zo: een discretisatiefout gemaakt bij t manifesteert zich bij 


t als een e{P+OCh))(t-t) maal zo grote fout. Hetzelfde geldt voor 
afrondfouten; idem, op een factor 1+g na, voor startfouten (zie 


(5.8)). 


Dit is in feite een heel gunstig foutvoortplantingsgedrag. Be- 
zien we namelijk eens wat er gebeurt als we in het punt t moed- 
willig een fout € op de ware oplossing x* leggen; we bekijken 

dus de oplossing X met x(t) = x*(t) + €. Nu heeft het verschil 


van twee oplossingen van (5.2) de gedaante CePt, zodat 


e-Pitst) p(t-t) 


x(t) -— x*(t) = De fout is dus met een factor e 
aangegroeid, en dat lijkt erg veel op het in (5.10) beschreven 
groeïikarakter. Ietwat globaal sprekend kunnen we dus zeggen dat 
bij (5.3) het maken van een (discretisatie- of afrond-) fout & 


bij t ongeveer neerkomt op het overstappen op de oplossing x(t) 


(5.12) 


(5.13) 


(5. 


65. 


KB e 


G5 


14) 


15) 


16) 


17) 





X -13 


als boven. Iets beters mag men eigenlijk niet verwachten. | 
Nog steeds globaal sprekend hebben wij ingezien dat bij (5.3) 
fouten zich ongeveer voortplanten volgens oplossingen van het 
homogene deel van de differentiaalvergelijking. Men kan aan- 
tonen dat dit bij nette dvgln en nette methodes steeds het 


geval is, mits h klein genoeg is. 
Maar er zijn ook onnette methodes. We bekijken eens de methode 


Xn 7 Bxr-s + %n-2 F -h(É_ 4 + 3f ). 


Voor de ware oplossing geldt 


_ Ee * 3 
x* — 6x* KEES 4 + SEE) + OCH) 


+ 5x* 
n n=1 n= 


2 
zodat ook deze methode van de tweede orde is, evenals (5.3) 


(ga na). Aftrekken geeft in het geval van (5.2) 


Kd a = 3 \ 
e_ (6-phìe__4 * (5+3ph)e 5 OCh* ). | 


De gelijkenis met (5.4) is groot. Evenwel: 
A, Ch) = 1 + ph + O(h? ),;, A Ch) = 5 — 2ph + Oh? ). 


Met (5.7) ziet men dat voor kleine h grofweg geldt 


nl 


Derhalve manifesteert een bij t gemaakte fout zich bij t als 


een circa & maal zo grote fout, hetgeen voor kleine h 


een waanzinnig grote factor is. 


Blijkbaar heeft men er niet zo veel aan als men alleen maar 
weet dat de bij elke stap gemaakte (discretisatie- of afrond-) 
fout klein is; men moet ook weten dat een eenmaal gemaakte fout 


redelijk voortgeplant wordt. Dit is dus een stabiliteits kwestie. 


(5.18) 


SPEER 


(5.20) 


(521) 


(5.23) 





XK 


We vragen ons af hoe rampen als met (5.13) te vermijden zijn. 
We maken daartoe de volgende heuristische opmerkingen. Eerst 
merken we op dat de recursie (5.14) te beschouwen is als een 


gestoorde versie van de recursie. 


Wanneer deze recursie oplossingen heeft die onbegrensd zijn 
voor n *®» zit de kans erin dat dit bij (5.14) ook zo is. 
Algemener zal men dus bij een multistep eisen dat de recursie 


(zie (3.12)) 


en, ft Berg tere FU enk ° 0 


alleen begrensde oplossingen heeft. Uit (4.6) volgt dat dit 


precies dan het geval is wanneer de karakteristieke veelterm 


uitsluitend wortels binnen of op de eenheidscirkel in het 
complexe vlak heeft, en de wortels op de eenheidscirkel alle 


enkelvoudig zijn. 


In de algemene theorie van multisteps noemt men een methode 

met deze eigenschap inderdaad stabiel, en voor fatsoenlijke 
dvgln kan een eenmaal gemaakte fout dan inderdaad sekte in 
beperkte mate aangroeien. Wij tonen dat hier niet nader aan. Wel 
merken we op dat het een gevolg van orde > 1 (in de zin van 


(3.14)) is dat (5.20) altijd een wortel 1 heeft (zie (3.16)). 


Opgave. Toon voor de methode van Euler (3.4) en de dvgl. (5.2) 
aan OJ, * (1+hp)”, n > 0. Toon de (uniforme) convergentie van 


de benaderde oplossing naar de ware aan (vgl. (5.9)). 





IE 15 


Laat zien dat de methode stabiel is (vgl. (5.21)). Geef een 


verhandeling analoog aan (5.11). 


(5.24) Opgave. Analoge vragen als bij (5.23) voor: 


1 
(3.5): Oz 
A (1-hp)" 
Ca:6)t ds (1+Fhp)"/(1-Ehp)?. 


(5.25) Opgave.%Leid voor (3.8) af A, Ch) = 1+ph+O(h?), A Ch) z -1+pht0Ch’) 


en zie in dat voor p < 0 niet meer geldt dat fouten zich 
ongeveer volgens (de nu dalende) oplossingen van de homogene 
vergelijking voortplanten maar op een factor (-1)* na ongeveer 
volgens de (stijgende) functie e BL (dit is het gevolg van het 
feit dat er nu behalve 1, nóg een wortel van (5.20) op de een- 


heidscirkel ligt). Toon niettemin convergentie aan (vgl. (5.9). 


(5.26) Opgave. Analoog aan (5.25) voor (3.9): A,(h) = 1+ph+O(h?), 


Ah) = -1+sphtO(h’). 


(6,1) 


(6.2) 


(63) 





DX -l6 


B, Starten 


Zoals reeds gezegd in (3.15) heeft een multistep een start- 
procedure nodig om Knee ried te bepalen, aangezien alleen 
Xx bekend is. De kwaliteit van deze Kgs kg bepaalt mede 
de kwaliteit van de benaderde oplossing. De suggestie aan het 
eind van (5.9) is daarom niet erg optimaal. 

We beschouwen nog eens (3.7). In (5.9) zagen we dat de uit= 
drukking h{ } in (5.8) O(h*) is. Uit (5.8) zien we dat het 
gewenst is om ook bo en Ds en dus e, en e, de grootte on“) 
te laten hebben, omdat anders de nauwkeurigheidsorde van de 
multistep niet tot zijn recht komt. Dit geldt algemeen: de 
startfouten moeten minstens de zelfde orde als de multistep 


hebben, wil men de nauwkeurigheid van de multistep geheel be- 


nutten voor een willekeurige dvgl. 


Vele dvgln. hebben echter de eigenschap dat de oplossingen van 

de nomogene vgl. naar O gaan (men noemt zulke dvgin asymptotisch 
stabiel). Bij (5.2) betekent dit p < 0, Bij een nette methode 

en niet te grote h geldt dan ook 0 > 0 (zie (5.10)), en dan doen 


de startfouten er blijkbaar niet zo veel meer toe. 


Er zijn verschillende manieren om aan nauwkeurige startwaarden te 
komen. De eenvoudigste is wel gebruik te maken van de zgn. Runge 
Kutta formules (zie elk willekeurig numerieke wiskunde boek), die 
overigens ook veel gebruikt worden om de benaderde oplossing van de 
dvgl. ook voor alle t, met i > k te bepalen. Nadelen van deze 
methode zijn dat ze nogal tijdrovend zijn en niet erg geschikt voor 


automatische stapgrootte keuze. 


i 
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(7.2) 


(73) 


(7.4) 
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7. Stapgrootte besturing. 


Evenals bij numerieke quadratuur is het bij dvgln. de vraag 

hoe groot men h kan nemen. Maar het antwoord is nu veel 

moeilijker te geven omdat het nu moeilijker is de discretisatie- 
fout te schatten waar dan nog bovenop komt de vraag hoe deze 

fout zich voortplant. 

Een manier om de discretisatiefout te schatten is de zgn. predictor- 


corrector techniek. Deze bestaat hieruit dat men naast de eigenlijke 


multistep 
Xt Xrnegt eee tAjnek 5 h[B DÉ +. .+B Er) 
met locale discretisatiefout bh tert, een expliciete hulp- 


multistep 


1 | 
Xx +a.xX + 
n 1 n=1i 


met locale discretisatiefout 8, =C 'h°x 


t _ t at 
eet rek * h[BOE _4*e-tBjEn 
„(s+1) 


Á +o(hS*Ì) gepruikt, die 


dus van dezelfde orde is (let op: in (7,3) heeft alleen x, een 
accent). 

Gewoonlijk neemt voor de eigenlijke multistep (7,2) een impliciete 
(i.v.m. de nauwkeurigheid). Men voert dan eerst (7.3) uit, en 
gebruikt de opgeleverde waarde Xn als startwaarde voor een proces 

om uit (7.2) Xx OP te lossen (dit zal wel een betere startwaarde alie 
dan de in $3 gesuggereerde startwaarde Xe Men noemt daarom (7.3) 
wel de predictor- en (7.2) de correctormethode, vandaar de naam. 


Het gaat echter om het gebruik van Xn ten dienste van de foutschatting. 


Hiervoor geldt de volgende stelling: 


Stelling. Laat (5,20) geen andere wortel buiten of op de eenheids- 





cirkel hebben dan de wortel 1. Als de startprocedure fouten 


s+1 


O(h ) introduceert dan geldt 


hôê = Se (x -x!)+0(h 
n _n 
SC =d 


a 


s+2, 


met qekt(k-1da, +(k-2)a, tee sta, 4 en analoog q'. 

Het bewijs van deze stelling is niet eenvoudig. We tonen hem aan 

voor de dvgl. (5.2) en methodes met k=2, waarbij dan voor predictor 

en corrector nog geldt ALFA seer sj Oke 

Voor de corrector (trouwens ook voor de predictor) geldt, als gevolg 

van (3.16) (niet zo gemakkelijk), of zoals men in elk concreet 

geval gemakkelijk nagaat, A, (h)=itphtOlhí), terwijl voor voldoend 

kleine h geldt dat [A,(n)f < q < 1, omdat A, Ch) dan dieht bij de 

wortel van (5,20) ligt die binnen de eenheidscirkel ligt. Zij fo _} 
nti 


passend bij de correctormethode, Dan geldt weer oz ART )/ OA -A) 


en @& sb ag +b 0 
nan U a 1 mn 
(p+OCh))ti 


_qrhto _„ôjt.eetoë} (vgl(5.8)). 


en de startaannamen zijn b beide 


1 
A= g 
Wegens 1 ei 0 en bo 4 
sti 


O(h ). In de term hí } wordt de bijdrage van de machten van À, 


) 


s+1 





qh - n 
gemajoreerd door ie max |8 D/A, A„)=0Ch 


jr En n_‚n=l 2 a 
Bijgevolg is e ‚47° h{O, À )8 toet OD A8 tad a d/ O4 Agt 
Holst Ijanta 10 PT Iet. ah. HA, eh dtolnSbjzoen” ts omdat 

1 dL 2 1. n 1 2 
ANT PE 4.8 zOCh") (analoog (5.9). 


Algemener geldt dus e -e =0(h**Á) voor begrensde 1, 


n+1 


Dit gebruiken we in de volgende relaties: 
ta,e ta, e 5 + e 
En “1 n-1 Sg n= 2 phl Boe, B ern-1tBzen-2) de 


e!+a,e 
n 


= ' 
1 n-1"%2*n-2 phl je Ee 


t En ' 
n 2*n-2! He 





WEN, 


Er komt dan 


ze mate ” S+2, E 
XX en en ph[(B +8, +6) Ae hl ae hinde ) h(ô_ 8) 


Wegens (3.16) is Í 1=0, waaruit het beweerde volgt. 


Aldus kan men hè schatten, en een stapgrootte accepteren als 

deze schatting een waarde h.eps niet te boven en niet te ver 

ten onder gaat. Anders halveert resp. verdubbelt men h. De hierdoor 
mogelijk gewekte suggestie dat eps. de fout per interval van lengte 
1 is, en dus de totale fout hoogstens Te is uiteraard onjuist, omdat 
men geen rekening houdt met de invloedsfunctie (ó_}. In het geval 
van een aaymptotisch stabiele dvgl. (zie (6.2)) zal fa} echter 
veelal dalen wegens (5,10), zodat dan bovengenoemde suggestie wel 


juist is. 


(b1) 


(da) 
{d.3) 


(0.á) 


(65) 


(86) 
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